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P1.- Torque, energía y pequeñas oscilaciones

Tres partículas de masa m están en los vértices de un rectángulo de a × b, formado por varas
ideales de masa despreciable. El cuarto vértice está fijo a un punto P (ver figura). El rectángulo
puede girar en torno a un eje que pasa por P y es perpendicular a la figura. Considere a =

√
3b.

a) Usando torque y momentum angular calcule la ecuación de movimiento para el ángulo con
respecto a la vertical ϕ (en la figura es α)

b) Usando a) calcule el punto de equilibrio del sistema y usando expansión en serie de Taylor
encuentre la frecuencia de pequeñas oscilaciones en torno a este punto de equilibrio

c) Para comprobar su resultado anterior, exprese en función de ϕ la energía potencial del sistema
y con esta calcule la frecuencia de pequeñas oscilaciones

d) Encuentre la expresión, en función de ϕ y ϕ̇, de la fuerza que ejerce el pivote P
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Formulario
Puntos de equilibrio

De tener únicamente fuerzas conservativas (o que las no conservativas no ejerzan trabajo), los
puntos de equilibrio r0 cumplen que

∂Utot(r)
∂r

∣∣∣∣
r=r0

= 0.

Estos puntos pueden ser equilibrios estables o inestables según el signo de la segunda derivada

∂2Utot(r)
∂r2

∣∣∣∣∣
r=r0

> 0 (estable) ; ∂2Utot(r)
∂r2

∣∣∣∣∣
r=r0

< 0 (inestable) ,

donde Utot está en función de la coordenada r y es el potencial total del sistema, o sea

Utot(r) =
∑

i

Ui(r) .

Si la energía puede ser escrita en función de una sola variable, en este caso r, la frecuencia de
oscilación en torno a los puntos de equilibrio estables está dada por

ω =
√

∂2Utot(r)
∂r2

∣∣∣∣
r=r0

1
m

.

Centro de masa

En un sistema de partículas el centro de masa, CM, se calcula como

R⃗CM = 1
Mtot

n∑
i=1

mir⃗i,

donde Mtot es la suma de todas las masas, y mi y r⃗i la masa y la posición de la i-ésima
partícula del sistema.
Se puede calcular la ecuación de movimiento del CM con una fórmula idéntica al caso de una
sola partícula

Mtot
¨⃗
RCM =

∑
j

F⃗ ext
j ,

donde F⃗ ext
j es la j-ésima fuerza externa que actúa sobre el sistema.
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Serie de Taylor

La frecuencia de pequeñas oscilaciones también se puede encontrar para problemas más ge-
nerales (por ej. considerando fuerzas disipativas). Primero debemos encontrar la ecuación de
movimiento, que en general sería algo como:

q̈ − 1
α

Ftot(q) = 0.

Ahora, consideramos una pequeña oscilación de la forma q(t) = q0 +δq(t), donde q0 es el punto
de equilibrio y δq(t) ≪ 1 ∀t, así que podemos expandir en serie de Taylor la fuerza total de la
siguiente forma:

Ftot(q = q0 + δq(t)) =
∞∑

k=0

1
k!

dkFtot(q)
dqk

∣∣∣
q=q0

(δq(t))k,

donde por definición de punto de equilibrio, q̈ = 0 en q = q0, tenemos que Ftot(q0) = 0. Y
como δq ≪ 1, nos podemos quedar hasta primer orden en la expansión, así que obtenemos

δ̈q − 1
α

dFtot

dq

∣∣∣
q=q0

δq = 0

⇔ δ̈q + ω2δq = 0

que es una EoM para la perturbación δq y que a este orden tiene la expresión de un MAS, con
frecuencia:

ω2 := − 1
α

dFtot

dq

∣∣∣
q=q0

.

Debido a que F⃗ = −∇U , en nuestro caso tendríamos

−dFtot

dq

∣∣∣
q=q0

= d2U

dq2

∣∣∣
q=q0

,

así que recuperamos la fórmula conocida

ω2 = 1
α

d2U

dq2

∣∣∣
q=q0

.
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