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Pregunta 1
a) Ecuacién de movimiento: Utilizando la segunda ley de Newton, tenemos:
F'=ma
ma = —kx + ba?
d*x k . b 4
— =——x+4+—x
dt? m m

Por lo tanto, la ecuaciéon de movimiento es:

d*z k n b
— =——z+—2
dt? m m
b) Posicién como funcién del tiempo, z(t): Se consigue integrando la expresién con-
seguida en (a)

c) Condiciones para movimiento oscilatorio: El movimiento serd oscilatorio si el
sistema es capaz de restaurar la posicién inicial, lo cual depende de los valores de k y b.
Para pequenas amplitudes, el término —kx domina, comportandose como un oscilador
armonico simple.

Enunciado: Una particula se mueve bajo la influencia de un campo potencial dado por
V(x) = —ax? 4+ Ba?, donde o y 3 son constantes positivas.

Pregunta 2
a) Ecuacién de movimiento: Aplicando la segunda ley de Newton, obtenemos:

d
F:ma:m—v——bv

dt
dv b

— = v
dt m

Esta es la ecuacion diferencial que describe el movimiento de la particula.
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b) Solucién para la posiciéon z(t): Resolviendo la ecuacién diferencial, encontramos:

v(t) = voe !

Integrando para obtener la posicion:

x(t) = /voe_%tdt = —% (e_%t — 1)

¢) Velocidad como funcién del tiempo:
_ by
v(t) = voe~m

d) Tiempo para reducir la velocidad a la mitad: Planteamos v(t) = “2:

Vo b
— =ype m
9 0
_by 1
cTT
m
t=—1In2
bn

Pregunta 3

a) Grafique la funcién energia potencial: Para graficar la funcién potencial, notar
que, la funcion tiene un punto de inflexiéon en x = 0 y minimos locales dependiendo de
los valores de o y f3.

b) Determine los puntos de equilibrio y clasifique su estabilidad: Los puntos de
equilibrio se encuentran donde la derivada de V' (z) es cero:

d
v —2ar + 4p2% =0
dz

r(4B2* —2a) =0
Estonosdax =0y z = =+, /%. Para clasificar la estabilidad:

&2V ,

Enz=0:—-2a (inestable si a > 0)

Enz = £, /;ﬁ : 8 (estable si a > 0)

c¢) Calcule la energia mecanica: La energia mecanica E de la particula es la suma de
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1, .2,
5~

su energia cinética T' y potencial V', donde T =
Loy 2 4
E:T+V:§mx —azx’ + fx

d) Discuta los tipos de movimiento de la particula de acuerdo al valor de su
energia mecanica: El tipo de movimiento dependerd del valor de la energia mecanica

E:
— Si E es menor que el minimo potencial, la particula oscila entre dos puntos en los
que V(z) = E.
— Si F es alto, puede haber escapes del potencial si F > 0 y los términos cuarticos
no confinan la particula.
Pregunta 4

a) Formule la ecuacién diferencial del movimiento: El movimiento del sistema se
puede describir por la siguiente ecuacion diferencial, teniendo en cuenta la fuerza de
amortiguamiento proporcional a la velocidad:

F =ma = —kx — bv + F, cos(wt)

2
mcailtf = —kz — b(f; + Fy cos(wt)

Rearreglando términos, obtenemos:

d*x  dr
Mmoo + b% + kx = F, cos(wt)

b) Encuentre la solucién particular del sistema: La solucion particular de esta ecua-
cién diferencial puede buscarse asumiendo una solucién de la forma x(t) = A cos(wt + ¢).
Sustituyendo y utilizando métodos de coeficientes indeterminados o el método del ope-
rador diferencial, encontramos A y ¢ en términos de m, b, k, w, y Fg.

c) Determine la respuesta del sistema en régimen permanente y discuta los
efectos de la resonancia: La respuesta en régimen permanente es la parte de la
solucién que persiste con el tiempo y estd dada por la solucién particular. A medida
que w se aproxima a la frecuencia natural del sistema sin amortiguamiento wy = \/g ,
la amplitud de la respuesta puede incrementarse significativamente, lo que se conoce
como resonancia. El efecto del amortiguador es reducir la amplitud de la resonancia y
desplazar la frecuencia de resonancia hacia frecuencias més bajas.

Pregunta 5

a) Encuentre la velocidad y la aceleracién de la particula en funcién del tiempo:
Las componentes de la velocidad en coordenadas cilindricas (v,., vg, v,) se calculan como
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sigue:

dr
r = = = 2at,
(¥ dt a
@_ +2
v =1 = atw,
dz
zzi_b
YT

La aceleracién en coordenadas cilindricas (a,., ag, a,) es:

9 2
ﬂ —r <d9> = 2a — at*w?,

“ T e at
d? dr df
ag 7’@ + 2$£ = 2atw,
de?

b) Determine si el movimiento de la particula es acelerado radialmente en al-
gin momento: La aceleracién radial es a, = 2a — at?w?. El movimiento es acelerado
radialmente siempre que a, > 0, lo que ocurre si:

2a > at’w?

2a

t? < =
aw?

Esto significa que la aceleraciéon radial es positiva cuando ¢t < / %, indicando que hay

una aceleraciéon radial hacia fuera durante este tiempo.

Pregunta 6

a) Encuentre la velocidad de P en coordenadas esféricas para un tiempo cual-
quiera, en términos de R y wy: En coordenadas esféricas, la velocidad v tiene
componentes v,, Vg, ¥ Us. La relacion entre coordenadas cilindricas y esféricas nos da:

r=/p2+ 22 = /202,
0 = tan* (p) = 45°, constante,

z
Qb = wot.
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Diferenciando, obtenemos:

. d :
= (v2p) = v2p,
0 =0, yaquef es constante,
é = Wop-
Entonces, las componentes de la velocidad son:
vV = \/5,0'? + pwogg
b) Obtenga la velocidad angular de P con respecto al origen en coordenadas
esféricas en términos de wy: La velocidad angular w se define como:

rxv
w=—
][

Utilizando r = r7 y v calculada anteriormente:

" X (V2pF + pwod)

Como ? x P =0y#x¢=0:

Pregunta 7

a) Calcule el gradiente del potencial y utilicelo para encontrar las fuerzas que
actiian sobre la particula: El gradiente del potencial, VV | proporciona la direccién
y magnitud de la fuerza mas grande que actta sobre la particula en la direccién de
incremento mas rapido del potencial. Se calcula como sigue:

ov oV oV
vV = (aaya>

= (2my2, 2yz?, 2z) .
La fuerza que actia sobre la particula es entonces —VV:

F=-VV = (—2:63/2, —2yz?, —2z) .

b) Escriba las ecuaciones de movimiento en coordenadas cartesianas: Utilizando
la segunda ley de Newton, F' = ma, podemos escribir las ecuaciones de movimiento
) Y
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COINO:

d?*z

mW = —2$y2,
d?y

mw = —2yx2,
d?z

m@ = —2z.

Estas ecuaciones describen como varian la posicion de la particula en el espacio con
respecto al tiempo bajo la influencia del campo de fuerzas derivado del potencial dado.

Pregunta 8
a) Derive la energia potencial asociada con esta fuerza. Para determinar la energia
potencial V(r) que corresponde a la fuerza F(r) = —% se utiliza la relacién entre
la fuerza y la energia potencial, dada por F(r) = —%. Integrando la expresion de la

fuerza, obtenemos:

k
F(T)__ﬁ’
vk
dr 3

k
v = = dr,

k k

V(r):—/ﬁdr:ﬁ+0

Donde C' es una constante de integraciéon que generalmente se toma como cero en el

contexto de fuerzas centrales. Por lo tanto, la energfa potencial es V (r) = 5.

Discuta las caracteristicas de las 6rbitas posibles. La forma de la energia potencial
V(r) = % no es tipica de los potenciales que cumplen con la condiciéon de Bertrand,
que garantiza orbitas cerradas y estables para todos los casos. Por lo tanto, las 6rbitas
generadas por este potencial son generalmente no cerradas y pueden manifestarse como
trayectorias espirales, ya sea hacia el centro o hacia el exterior, dependiendo de las
condiciones iniciales especificas de energia y momento angular de la particula:

— Si el momento angular es bajo y la energia total permite, la particula puede formar
un espiral hacia el centro.

— Si la energia es suficiente para superar el potencial efectivo minimo, la particula
puede escapar en una trayectoria abierta.
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Pregunta 9

a) Encuentre la velocidad y la aceleracién del satélite en cualquier punto de su
orbita: Las componentes de la velocidad en coordenadas polares, v, y vy, son:

o
T'_dtJ
U_T@
" Tar

Utilizando la cadena de derivacion, encontramos:

@ _d( P )_ —pesinf
d)  df \1+ecos) (1+ecosh)?’
_drdd  —pesinf db

= dgdt (14 ecosf)?dt’

La aceleracion en coordenadas polares a, y ay se calculan con:

N LAY
T ar dt )’
d*0  _drdf
ag =1r——7 +2

a2 " Tdt dt’
b) Calcule la energia total del satélite en funcién de sus elementos orbitales: La

energia total del satélite, F, es la suma de su energia cinética, T', y su energia potencial,
V', que para un campo gravitatorio es:

T = ;m(vf+v§),
v — _GMm’
r

1 —pesin€  df 2 P o\’ GMm
E=T = —_——— —_—— -
v 2" (((1+60059)2dt> +<1+ecos€dt>

Aqui, G es la constante gravitacional universal y M es la masa de la Tierra. Este
resultado muestra cémo la energia varfa en funciéon de la posicion en la orbita y la
velocidad angular Z—f.

p
1+ecosf
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