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Integral de Riemann
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P2 Sea f : [a,b] — R tal que existen familias (e;7) C E.(f) vy (e,) € E_(f) que cumplen
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P1 Sea n € N. Calcule el valor de
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a) Pruebe que f integrable
b b b
b) Concluya que / f = lim el = lim e,
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P3 Sea f : [1,2] — R definida por f(xz) = In(x). Use la particion equiespaciada de [1,2] para
probar que f es integrable y concluya que
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Problemas propuestos

P4 Sean a,b € N tales que a < b, calcule la integral
b
/ (@] + [—2] da

P5 Sean f, g : [a,b] — R funciones escalonadas. ;Es cierto que f - g es escalonada?

P6 Sea f : [a,b] — R una funciéon escalonada y ¢ € R. Defina g(z) = f(x — a) en el intervalo

l[a + ¢, b+ c|. Pruebe que
b b+-c
=]
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P7 Sea f : [a,b] — R integrable, pruebe que I = / f es el Gnico real que cumple lo siguiente

b b
/elglg/ es, Ver € E(f),Ves € E4(f)



Facultad de Ciencias Fisicas y Matemadticas Unwversidad de Chile

Def. Una particion de un intervalo [a, b] es un conjunto finito P = {z, ..., x, } tales que
a=xg <1 <..<x,=0>

Se llama norma de P al valor |P| = Arrlléx (x; — xi-1)

Def. Sea [a,b] un intervalo. Su particién equiespaciada P = {zo, ...,z,}, viene dada por z; =

a b\ =
.Si0 < a < b, su particion geométrica P = {xy, ..., x,}, viene dada por z; = a <—>

a+1-

n a

Def. Diremos que f : [a,b] — R es escalonada si existe una particion P = {x, ..., x,} de [a,b],
tal que f es constante en cada intervalo abierto (z;_1,z;),Vi=1,...,n

Def. Si f : [a,b] — R es escalonada, se define su integral de Riemann por

lbfzifi-(xi—xi—l)

Donde P = {xy, ..., z, } designa cualquier particion asociada a f, y f; denota al valor constante de
f en el correspondiente intervalo (z;_1,z;)

Teo 1 (Linealidad). Si f, g : [a,b] — R son funciones escalonadas, entonces

l%ﬁ+&ﬂ=alv+ﬁllu%mﬁeR

Teo 2 (Aditividad horizontal). Sea f : [a,b] — R escalonada y ¢ € (a,b). Entonces f es escalonada

en [a,c] y[c,b], y ademds . :
Ji=[s+[1

Teo 3 (Monotonia). Sean f,g: [a,b] = R funciones escalonadas tales que f < g. Entonces

b b
/ f= / g
Def. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada. Se define lo siguiente:

E (f)={g:]a,b] > R:gesescalonaday g < f}
E(f)={g:]a,b] > R:gesescalonaday g > f}

]_(f)—sup{/abezeeg_}, I+(f)—sup{/ab62665+}

Def. Sea f : [a,b] — R acotada. Diremos que f es Riemann integrable si I_(f) = I.(f). En

b
tal caso, dicho valor se llama la integral de f y se denota / f

Teo 4 (Condicion de Riemann). Sea f : [a,b] — R acotada. Entonces f es Riemann integrable si
y solo si, para cada € > 0, existen funciones f_ € E_ y f, € £, tales que

/abf+—/abf—§5



