Facultad de Ciencias Fisicas y Matemadticas Unwversidad de Chile

l MA1001-1 Introduccion al Calculo
c Profesor: Diana Narvaez
Auxiliar: Nicolas Cornejo

FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE GCHILE

Pauta Auxiliar 16

P1 Determine todo tipo de asintotas de las siguientes funciones:

3 =222 —x+2 V T+ 22— a?
a) f@) = x”+&%ﬁg D) gle) = ;- : R e ()

Obs. La mayoria de los limites involucrados en esta pregunta se pueden calcular con L’Hopital.

Sol.

a) Notamos que el denominador es x? + 3z — 10 = (z — 2)(z +5), luego, el dominio es R\ {—5, 2}.
Ademaés, es interesante notar que el numerador se factoriza como:

-2 —r+2=2%(r—-2)— (z-2) = (x —2)(2* — 1)
» (Verticales) Los posibles candidatos a asintota vertical son z = =5y x = 2.

z z

=2 —x+2 . (r—2)(z*—1) -1 22-1 3

fm = lim = lim = -
e=2 22+ 3z — 10 e=2 (r—2)(x+5) «=2zx+5 245 7

De aqui concluimos que x = 2 no es una asintota vertical. Por otro lado,

-2 —x+2 (x —2)(x* —1)

1i = I
oozt 22+ 32— 10  eoest (2 —2)(z +5)
1
= lim (2> —1)- lim
z——5+ z—>—5t T+ 5
1
=((-=5)2*—-1)- lim ~ CV:iu=x+5
u—0t U
=24 - (400)
Luego, la tnica asintota vertical de f es la recta x = —5

» (Oblicuas) Como la funcion es racional, los limites involucrados serén iguales en +oo y
—00, calculemos m y n.

m = lim M
r—too X
a3 =22 — x4 2
im
z—too 23 + 322 — 102

o et
x—Fo00 1 % — %

1-0-0+0

- 14+0-0

=1
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n= lim f(z)—mx
x—+00

=22 — 42
lim —
a—too 22+ 31— 10
3 —22% — 1+ 2 — x(2? + 3z — 10)

= lim

z—=Foo 22+ 3z — 10
—522 + 9z + 2

= lim

z—+oo 22+ 3z — 10

- i _5+%+x%

_—5—0—0+0

- 1+0-0

=—95

Luego, la recta y = z — 5 es la asintota oblicua hacia +o00 y —o0

» (Horizontales) Como vimos oblicuas primero, no es necesario estudiar horizontales.

b) Como 1+ x + x? > ( para todo = € R, el dominio es R\ {0}.

» (Verticales) El tnico candidato a considerar es x = 0.

Vid+z+a22 -1

lim f(x) =1im

x—0 z—0 X
" l+x+22-1
= lim
v=0 x(v14+z+ 22+ 1)
) 1+
=lim
220 \/14+z+22+1
1
) =41
= lim z
i1+l
B 0+1
vVO4+0+1+0
=1

Luego, f no posee asintotas verticales.
» (Horizontales) Estudiamos a f en +oo y —o0.

Vitx4a22-1

1 =1
1 1 1
= lim /5 +-+1-—
T—+00 x i X
=1
i o Vl4+ax+a2-1
lim f(z)= I
T—>—00 T—r—00 €x
1 1 1
= lim —\/5+-+1--
T——00 x T T
=—1
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Luego, las rectas y = 1, y = —1 son asintotas horizontales de f
» (Oblicuas) Como hay horizontales en ambas direcciones, no es necesario ver oblicuas.

¢) Como 1+ e* > 0, el dominio es R\ {3}
» (Verticales) El tnico candidato es x = 3

2

T
it =
Jm flo) = i e =)
, - , 1
= lim - lim
z—=3+ 1 4+e® zo3+tx —3
9 1
= - lim — CV:iu=x2-3
14+e3 usotu
A
= O
1+e3
:—|—QO

Luego, la Gnica asintota vertical es la recta x = 3
» (Horizontales) Estudiamos f en 400y —o0

2
x
lim f(x)= lim
, x
= lim - lim
z—+oo 1 + €% z—4o0x — 3
= 1
= lim <= - lim 3
a:—>+oog—}—]_ z—>+ool—;
0 1
S 0+1 1-0
=0
2
lim f(x)= lim
1
= lim z- lim lim ——
T—>—00 z——00 |l +e%¥ z=—c0ox — 3
_ oy 1 i 1
Tt + lim e* e 1-2
T——00 z
1 1
=(—00 - e
( ) 140 1-0
=—00
Luego, concluimos que f tiene asintota horizontal y = 0 hacia +o0o, y no posee asintota

horizontal hacia —oo.
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d) (Oblicuas) Por lo anterior, solo faltaria revisar si hay una asintota oblicua en —oo

m = lim _f(x)
r—r—0o0 xr

— 1’ X
T aSmeo (1+e*)(z—3)

= lim im
z——00 | + et z—o—oc0 x — 3
1 ”
= . lim
1+ lim €° :c—>—ool—%
T——00
1 1
140 1-0
=1
n= lim f(z)—mz
T——00
2
— lim L _

A T e —3)
2 — (1 + e*)(x — 3)
= lim
T e TR
3x + 3ze® — z2e”
= lim
A T+ e - 9)
3+ 3e® — xe”
T—o—c0 L — 3 z——00 14+ e*
1 T X
. lim 3(1+e*)  we
a:—>—oo]_—; z——oco | -+ e% 1+ e”

1 re®

=—— . lim 3 -—
1—-0 z2- 1+ ez

=3 — lim - lim  xe®
z——00 | +e% z——c0
1
=3—————— lim z€”
1+ lim e* z—-o
T——00

1
= _—— . 1, _ —u . N = —
3 150 u_lgloo( u)e CV:u x

Por lo tanto, concluimos que la recta y = x + 3 es asintota oblicua de f en —oo
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P2 Calcule por definiciéon la derivada de:
a) sinh(z) b) zln(x)
Sol. a)

sinh(z + h) — sinh(x)

. sinh(z) = lim

T h—0 h
etth _ e—(ac—i—h) et — o7
o 2 2
= h
et —emTeTh — et p e
= lim
h—0 2h
z(,h _ —x(,—h
—im € (e"—1)—e (e 1)
h—0 2h
et i e —1 e™® " eh—1
B 2 hho h
e’ i el —1 B e’ i —eh
9 WS h 2 hho heh
e* eh—1 e  eh—1 1
=—-lim - lim lim —
2 w0 h 2 h—o0 h—0 eh
em efx
=2 11
2 + 2
et te”
2
= cosh(z)
b)
. (z+h)In(x+h) —zn(z)
g nte) = fim I
. x(ln(z+ h) —In(z)) + hln(z + h)
= lim
h—0 h
| x4+ h
n
) o T ., hln(z+ h)
=lfm —4 4+ lfm ———2
h—0 h h—0 h
In(1
i BT (e 4 b
h—0 h/:E h—0
In(1
zlimu+ln(x) CV:u=h/z
u—0 u
=1+ In(x)
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P3 Calcule la derivada de:
a) tan®(z) + tan(x?) b) garetan(z)
Sol.
a)

(tan®*(z) + tan(z?))’ =(tan*(z))’ + (tan(z?))’  (Alg. de derivadas)
=2tan(z) - (tan(z)) + sec’(z?) - (z?)  (RdAC)

=2tan(x) - sec’(x) + sec?(2?) - 2

¢ | _{o) - coshlys) — o - (ooehly/)) A e derivadas
(Cosh(ﬁ)> B (cosh(v/z))? (Alg. de derivadas)

_ 1-cosh(y/x) — z -senh(y/z) - (/)
B cosh?(y/x) (RdC)
1

cosh(y/x) — x - senh(y/z) - NG
cosh?(y/x)

(xarctan(m))/ :(earctan(m) ln(m))/ (Def de potencia)
arctan(z) In(z) (arctan(x) ln(x», (RdC)
—gretan(®@) . ((arctan(x)) In(x) 4 arctan(z)(In(z))) (Alg. de derivadas)

__.arctan(z) | < ln(x) + arctan(x))

- 1+ 22 T

=€

P4 Usando la formula para la derivada de la funcién inversa, calcule la derivada de:

a) x b) In(x)
Sol.

a) /7 es la inversa de la funcion f(z) = x?, luego:

b) In(x) es la inversa de la funcion g(x) = exp(z), luego:

! 1 — 1 = l
() = )] ~ plae) ~
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P5 Encuentre la recta tangente a la curva de ecuacion

In (% + 2% + y) = sen(zy)

en el punto P donde la curva intersecta al eje OX, con abscisa positiva (x > 0)

Sol. Como P corresponde a la interseccion de la curva con el eje OX, se tiene que P tiene ordenada
yp = 0, para determinar su abscisa zp, usamos que P es un punto de la curva, y con ello satisface
su ecuacion, es decir:

3
In (é_l + 2% + yp) =sen(zp - yp)

3
= ln<1+x2p> =0

Como el enunciado nos dice que la abscisa de P es positiva, concluimos que P = (%, 0).

Para determinar la recta y = mx + n que es tangente a la curva y pasa por P, suponemos que
en torno a P, la curva viene dada por la relacion implicita (z,y(x)), y con ello, la definicion de
derivada nos dice que m = ¢/ (%) Para obtener v/, derivamos la relacion implicita que define a la
curva, obteniendo que:

dl 3_1_2+ _d (z1)
| o+t +y ) = sen(zy

- ! 4 (3, 2y (2y) - L (ap)
5 *' —|— — xXr = COS|\T c— (T
3 ) dr \ 4 4 Y '\

Sha24y

4

1
= g Qv +y) =cos(zy) - (y + 21/)
Z—l+x2+y

Evaluando esta ultima igualdad en P, se obtiene que:

T 2 G = o5 0)- 0+ 54()

-+ —-+0

4 4

1 1,1
— 1+y(§)—§~y(§)

De esta igualdad, se obtiene que 3/ (%) = —2. Para obtener el coeficiente de posicion, basta notar
que el punto P pertenece a la recta, y con ello satisface la ecuacion y = —2x + n, obteniendo que
0=-2- % +n, lo que nos permite concluir que n = 1, y por lo tanto la recta buscada es y = —2x+1
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P8 regalo de navidad

P8 [Propuesto] Sea f: R — R definida por:

mx+n sixz <0
fle)=41 siz=0
1+sin(z) siz >0

Determine los valores de m,n € R tales que f es diferenciable, y determine f

Sol. Vemos que f es diferenciable en (—o0,0) al ser una funcién lineal. Por otro lado, se tiene que f
es diferenciable en (0, +00) por algebra de derivadas, pues sin(x) es diferenciable. En consecuencia,
solo debemos revisar la derivabilidad en x = 0, recordemos que:

f es derivable en = 0 si 3f'(0) := lim J(h) = J(O) < lim J(h) = J(O) = lim Jth) = 1)
h—0 h h—0+ h h—0— h
Calculemos ambos limites laterales:
s Por la derecha:
lm f(h) — £(0) — Ym 1 +sin(h) — 1 _ lim sin(h) _
h—0+ h h—0+ h—0t+ h
= Por la izquierda:
— -1 —1 —1
g S SO g mhn =t i "
h—0+ h h—0+ h h—0+ h h—ot+ h
n—1

= oo sin—1 # 0, como buscamos que el limite exista, obtenemos

Aqui notamos que lim
h—0t

que n = 1. De esta forma, se tiene que:

LR - fO)
h—0*+ h
Con ello, deducimos que:
i SOy T ZJO) A=
h—0+ h h—0- h

En conclusion, se tiene que f es diferenciable si y solo si, m = n = 1, y en tal caso f'(0) = 1. De
esta forma, obtenemos que la derivada es:

f’(a:):{l sixz <0

cos(z) sixz >0

Pues (mx +n) =m = 1paraz <0,y (1+sin(x)) = cos(z) para z > 0.



