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Prefacio

El objetivo de estos apuntes es proporcionar los fundamentos clésicos del Anélisis Convexo y
de la Teorfa de la Dualidad en espacios de dimensién finita e infinita, junto con abordar algunas
aplicaciones y desarrollos en Optimizacién Matemaética y el Calculo de Variaciones. El material aqui
presentado se basa esencialmente en las notas escritas para el curso “Analisis Convexo y Dualidad”
(MAG674) del programa de Doctorado en Ciencias de la Ingenieria, menciéon Modelacion Matemética,
de la Universidad de Chile.

En cada ocasién en que he dictado dicho curso, estas notas se han ampliado y mejorado con
el aporte de los alumnos y profesores auxiliares. Mis agradecimientos a Juan Escobar, Cristopher
Hermosilla y Juan Peypouquet, quienes mientras eran estudiantes del Departamento de Ingenieria
Matemética, aceptaron mi invitacién para participar activamente en la confecciéon de este apunte
y sin cuya valiosa colaboraciéon estas notas no tendrian su forma actual. Juan Escobar transcribié
en LaTeX la primera versiéon del manuscrito, sugiriendo varias ideas y contribuyendo con material
adicional, particularmente en la seccién que se refiere al principio variacional de Ekeland y al capi-
tulo sobre el esquema primal/dual de penalizaciéon en programacion convexa. Posteriormente, Juan
Peypouquet realiz6é una revision muy profunda y exhaustiva del apunte, corrigi6 errores, mejoro sus-
tancialmente la presentacion e incorpor6 material referente al analisis de recesion. Recientemente,
Cristopher Hermosilla incorporé varias figuras para ilustrar los conceptos principales, inspiradas en
los bosquejos del manuscrito original, y agregd nuevos ejercicios y soluciones a algunos de los pro-
blemas propuestos en los primeros capitulos; ademés, revisé todo el material completando algunos
comentarios, referencias y el indice alfabético.

Cabe senalar que los problemas que tienen un asterisco son aquellos cuya soluciéon es discutida
en los anexos.

Todo posible error que el lector pueda encontrar en este apunte es de mi exclusiva responsabili-

dad. Los comentarios y observaciones son bienvenidos en la siguiente direcciéon de email:

falvarez@Qdim.uchile.cl

Finalmente, quisiera agradecer el financiamiento parcial proporcionado por el Departamento de
Ingenieria Matematica y el Instituto en Sistemas Complejos de Ingenieria de la Facultad de Ciencias
Fisicas y Matematicas de la Universidad de Chile.

Felipe Alvarez
Santiago, 18 de marzo de 2012
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Capitulo 1

Introduccion al Analisis Variacional

1.1. Funciones a valores en R = R U {—o0, +-00}.

En el analisis de problemas de minimizacién y maximizacién es conveniente considerar funciones

que toman valores en la recta real ertendida R = R U {—o00, +o0} = [~00, +0oc] en lugar de sélo
R =]—00, +o0]. Por ejemplo, en un espacio topolégico X, consideremos un problema de minimizacién
del tipo

(1.1) inf{fo(x) |z € C}

donde fp: X — R es la funcidn objetivo a minimizar y C C X es un conjunto de restricciones.
Con la topologia apropiada, R es un intervalo compacto. En particular, todo subconjunto A C R
admite un infimo inf A (y un supremo sup A). Luego, tomando A = {fy(x) | z € C} tenemos que
inf{fo(x) | * € C} esta bien definido en R, y denotamos

igffg = inf{fo(z) |z € C}.

Para un conjunto A méas general, si inf A € A escribimos min A en lugar de inf A para enfatizar que
el infimo se alcanza en el conjunto (analogo para max A).
En este contexto resulta muy tutil introducir la funcion indicatriz del conjunto C, dc: X — R,

definida por
0 xz e,
do(x) = {
+oo z ¢ C.

Con la convenciéon
a+ (+00) = (+00) + a = o0, Yo € R,

es posible definir la funciéon fy + d¢ mediante (fo + 0¢)(x) = fo(x) + dc(x), vy es directo verificar
que

nf fo = inf

nf fo = fnf(fo +dc)

y més aun, si C' # () entonces

ff fo € {fo(z) [ @ € C} & f(fo +dc) € {folz) +dc(z) |z € X}

7
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De esta forma, el problema de minimizacion (1.1) puede formularse de manera equivalente como
if{f(z) |z € X},

donde f: X — RU{+oc0} esta definida por f = fo+dc. Esto permite considerar las restricciones de
manera implicita en la definicién de f y dar asi un tratamiento unificado a este tipo de problemas.

Similarmente, la consideracién de problemas de maximizacién con restricciones conduce de ma-
nera natural a funciones a valores en R U {—oc}; los problemas de tipo minimaz, a funciones a
valores en R.

Dados un escalar A € R y dos funciones f,g: X — R, queremos dar un sentido a la expresion
f + Ag, para lo cual necesitamos una aritmética en R que extienda la usual de R. Consideraremos
las siguientes convenciones:

1. (+00) + a=a+ (+o0) = +oo, Va € RU {+00}.
2. (—0)+a=a+(—0) =—o00, Va € RU{—oc0}.
3. a-(+00) =+00,sia>0, a- (+00) = —o0, si @ < 0 (anélogo para —oo).

Menos obvias son las expresiones del tipo 0 (£00) y (Foo) + (f£00); utilizaremos, salvo que se diga
explicitamente otra cosa, las siguientes convenciones:

4. 0+ (+00) =0=0-(—00) = 0y la simétrica para que sea conmutativa.

5. 400 + (—o0) = (—00) 4+ (+00) = +00, que se llama inf-adicion pues esta orientada a la
minimizacién: violar las restricciones tiene prioridad por sobre un eventual valor —oo de la
funcién objetivo.

Observacion 1.1.1. Estas extensiones para la suma y producto no son continuas. Limites que
involucran expresiones de la forma 0 - (+00) o (Foo) + (£00) pueden estar indeterminados en el
sentido que si a,, — «a y B, — [ entonces no necesariamente se tiene que a3, — «f cuando
aff =0 (+o00), ni tampoco que oy, + B, — a+ 8 cuando a + § = (£o0) + (Foo).

Las convenciones anteriores permiten definir

(f +29)(z) := f(z) + Ag(z) y (f9)(z) := f(z)g(z), Vo € X,

paratodo \€ERy f,g: X = R.
Por otra parte, dado que la minimizacién es una operacién unilateral, es natural que se requieran
conceptos unilaterales para su anélisis:

Definicion 1.1.1. Dada f: X — R, su epigrafo es el subconjunto de X x R dado por
epi f:={(z,A) € X xR | f(z) < A},

mientras que el conjunto de nivel inferior (o subnivel) de parametro -y € R es el subconjunto de X
dado por

Ly (f) =H{z e X | f(z) <~}

El dominio efectivo de f es
dom f:={zx € X | f(z) < +o0}.
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Ademas, definimos

{r e X | f(x) =infx f} si infx f < 400,

argmin f =
gmin f {@ si fnfy f = +o00.

dom f

Figura 1.1: Ejemplo de Definicion 1.1.1

Notemos que
inf f = inf
X f dom f f’
con la convencién

i%ff = inf ) = 4o0.

La condicion argmin f = () si f = +oo se interpreta diciendo que en ese caso la minimizacion
no tiene soluciones optimales pues ni siquiera hay puntos factibles que satisfagan las restricciones
implicitas de f (un punto z € X se dice factible si f(z) < 400, i.e., si z € dom f).

Notemos también que se tienen las siguientes propiedades:

(a) argmin f = () T, (f) (con la convencion (| = ) para f = +00).

(b) Ty (f) x {7} = epi f N (X x {7}).

Ejercicio 1.1.1. Demuestre estas propiedades.
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Finalmente, otra ventaja de considerar funciones a valores en R es que es una clase estable
bajo operaciones del tipo supremo e infimo sobre familias arbitrarias; més precisamente, tenemos
la siguiente:

Proposicién 1.1.1. Sea (f;)ie; una familia arbitraria no vacia (I # 0) de funciones f;: X — R.
Entonces las funciones sup;c; fi e inficr fi definidas respectivamente por

(mn>ﬁ)<x>:=sup{ﬁ<x>\iez}

icl

i€l

(mff,) (z) :=inf{fi(z) |i € I}
estdn bien definidas como funciones a valores en R. Mds aiin,

epi( sup fi) = m epi f;

el

epi( mf fi) 2 U epi fi,

el

con igualdad en la ultima inclusion si |I| < +oo.
Demostracion:

z,a) € X X R|sup fi(z) < a}
z,a) € X XR| fi(z) <a, Vie I}

= [ )epi(f).

epi(sup f;)

Il
~—
/-\/-\

Del mismo modo,
Uepi(f,-) ={(z,a) e X xR |Ji €1, fi(x) <a}
el
C {(z,0) € X x R| fnf fi(z) < a}
= epi(inf f;),
y se tiene que la inclusion es en realidad una igualdad si |I| < 400, pues en este caso el infimo
siempre se alcanza para algin ¢ € I. Para ver que la igualdad no se tiene en un caso infinito basta

considerar f;(z) = e, con i € N, y ver que (0,0) € epi(inf f;) \ epi f; Vi € N.
[l

Nos interesaremos en una subclase de funciones para las cuales el problema de minimizacién
asociado es no trivial, de acuerdo a la siguiente definicion.
Definicién 1.1.2. Una funcién f: X — R se dice propia si:
(i) Yz € X, f(z) > —o0,
(ii) dom f # ¢. Es decir, Jzp € X tal que f(xg) < +oo.

Observacion 1.1.2. Notemos que para una funcién propia eventualmente su infimo es —oo. Si f
tiene infimo mayor estricto que —oo, es decir infx f > —oo, diremos que f esta acotada inferior-
mente.
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1.2. Semicontinuidad inferior y minimizacién

Hasta ahora no hemos supuesto ningan tipo de estructura sobre el conjunto subyacente X. En
lo que sigue, supondremos que (X, 7) es un espacio topologico.

1.2.1. Semicontinuidad Inferior

Dado z € X, denotemos por N, (7) la familia de todas las vecindades de z para 7.

Definicion 1.2.1. Una funcién f: X — RU {+oo} se dice T-semicontinua inferior (t-s.c.i.) en x
si

VA< f(z), ANy € No(T): Yy € Ny, fly) > A\

Si lo anterior es vélido para todo = € X, decimos simplemente que f es 7-s.c.i. sobre X.
Proposicion 1.2.1. Dada f: X — RU{+o0}, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f es T-s.c.i. sobre X.

(ii) epi(f) es cerrado en X x R para la topologia T x Tr, donde T es la topologia usual de R.
(1it) Vy € R, I'y(f) es cerrado en (X, ).

(w) VyeR, {x e X | f(x) >~} er.

(v) Ve € X, f(x) <liminf f(y) := sup inf f(y)
Yy NeNx (1) YEN

Demostracion: w (i) = (w) Tomemos (z,A) ¢ epi(f), lo que equivale a A < f(x). Sea v € R

tal que A < v < f(x). De (i), existe N, € N(7) tal que Vy € N,, f(y) > ~, de modo que
(y,7) & epi(f). Se sigue que (Nyx] —00,v[) Nepi(f) = 0. Como Ny x] —00,7[€ Ny ) (7 X 7r),
concluimos que epi(f)¢ es abierto.
R
f@)--
")/ ________________
)\ ___________________
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» (i) = (i17) Como I'y(f) x {7} = epi(f) N (X x {v}), deducimos que I",,(f) x {7} es cerrado
en X x R, y de aqui que I'y(f) es cerrado en X.

(iii) = (iv) Trivial.

(iv) = (v) Sea z € X. Dado v < f(z) tenemos que N = {y € X | f(y) > v} € Nx(7) por ser

un abierto que contiene a x. De este modo v < inf f(y), y en particular v < sup inf f(y).
yeN NeN,(r) YEN

Como lo anterior es valido para todo v < f(x), se sigue (v).

(v) = (i) Sea A < f(z). Por (v), A< sup Inf f(y)y en consecuencia , existe N € N(7) :

NeNx(T) YEN
inf .

Figura 1.2: Ejemplo de funcién no s.c.i

Ejercicio 1.2.1. Pruebe que cuando (X, 7) es metrizable, f es 7 s.c.i. si y s6lo si

< limi = i .
Vo€ X an -, () <lminf f(an) = sup ff f(zi)

La clase de funciones s.c.i. satisface varias propiedades de estabilidad, como lo establece el
siguiente resultado.

Proposicion 1.2.2. Sea {fi}icr una familia arbitraria no vacia de funciones T-s.c.i., fi: X —

R U {+o0}. Entonces sup f; es 7-s.c.i. Si ademds I es finito, min f; y > f; son ambas 7-s.c.i.
i€l = iel

Demostracién: Propuesto. O
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1.2.2. Inf-compacidad y existencia de minimizadores

Junto con la s.c.i., el segundo ingrediente basico en los problemas de minimizacién es la propiedad
de inf-compacidad en el sentido de la siguiente definicion.

Definiciéon 1.2.2. Una funcion f: X — RU {400} se dice 7-inf-compacta si para todo v € R, el
conjunto I', (f) = {z € X | f(z) < A} es relativamente compacto en X para la topologia 7.

Observacion 1.2.1. Para una funciéon f que es 7-s.c.i., lo anterior equivale a requerir que I',(f)
sea compacto.

Definiciéon 1.2.3. Sea (V, ||-||) un espacio vectorial normado. Una funcion f: V' — R U {+o0} se
dice coerciva si lim  f(z) = +oo.
llz]| =00

Observacion 1.2.2. Sea (V,||-||) un espacio vectorial normado y f: V — RU {400} una funcion.
Entonces son equivalentes (i) f es coerciva y (i) Vy € R, I',(f) es acotada. En particular, si
dimV < +4oo entonces f es inf-compacta ssi f es coerciva. Recordemos el Teorema de Riesz:
todo subconjunto acotado en un espacio vectorial normado (V/ ||-||) es relativamente compacto ssi
dim V' < +o00. En el caso de la dimensién infinita, las topologias que estan asociadas a la coercividad
son las débiles. Esto lo discutiremos mas adelante.

Teorema 1.2.1 (Weierstrass-Hilbert-Tonelli). Sea f: X — R U {400} una funcion t-s.c.i. y 7-
inf-compacta. Entonces, infx f > —oo y existe un punto z* € X que minimiza f sobre X, i.e.,

N ,
z*) = min f(x).

7(a) = min (2)

Demostracién: Veremos dos demostraciones distintas de este teorema.

= La primera demostracion es conocida como Método Directo y fue iniciada por Hilbert y luego

desarrollada por Tonelli. Para simplificar, supongamos que 7 es metrizable. Consideramos

primero una sucesion (zp),eN minimizante para f, i.e., h’rf f(zy,) = infx f. Tal sucesion
n—-+0o0

existe. En efecto, si infx f > —oo entonces consideramos para n > 1,x, € X tal que

1
inf f < < inf —.
inf f < fla,) < i f +

Siinfx f = —oo entonces sea z, € X tal que f(z,) < —n (a posteriori veremos que este caso

no se tiene). Si infx f = +oo entonces f = 400 y basta tomar cualquier z* € X. En caso
contrario, tenemos que

1
flz,) < méx{f?(ff +—,—n} < méx{iglfff +1,-1} =1y eR.
n

Notemos que v > infx f y que x,, € Iy, (f) para todo n > 1. Como I'y;(f) es compacto, por
el Teorema de Bolzano-Weiertrass podemos extraer una subsucesion (z,,) que converge (en
la topologia 7) a algtin punto z* € X. En particular, klglgo f(zp,) =infx fy, de la 7-s.c.i. de
la funcién objetivo f,
f(2*) < lim f(zg) = fnf f.
k—oo X

Luego, infx f > —oo y f(z*) = infx f.



14

CAPITULO 1. INTRODUCCION AL ANALISIS VARIACIONAL

» Queremos demostrar que arg min f # (). Sabemos que

argmin f = ﬂ Ly(f) = ﬂ L5 (f)
vy>infx f Yo>v>infx f

para cualquier vy € R tal que 79 > infx f (notemos que sin pérdida de generalidad suponemos
infx f < 400), esto tltimo pues I'o(f) C I'z(f), si a < B. Como f es 7-s.c.i., I'y(f) es cerrado
y ademaés es compacto por la inf-compacidad de f. En particular, {I'y(f)} ity f<y<yo €8 una
familia de subconjuntos cerrados y no vacios (;por qué?) del compacto I'y(f). Més aun,
esta familia satisface la propiedad de intersecciones finitas. En efecto, dados 71, ..., v, con
~v =min{v1,...,7n} > infx f se tiene que

Por compacidad,

infx f<v<v0
lo que concluye la demostracion.

O

Observacion 1.2.3. s Kl Teorema 1.2.1, de Weierstrass-Hilbert-Tonelli se conoce también co-

mo Teorema de Minimizacién de Weierstrass y sigue siendo valido si en lugar de la 7-inf-
compacidad suponemos que Fyg > infx f : T’y (f) es compacto. Por ejemplo, definamos

f:R = R por f(x) = % Es facil ver que I'y(f) es compacto ssi v < 1y I'i(f) = R de

modo que no es inf-compacta pero si tiene un minimizador (x* =0).

Notemos que en la demostraciéon via el Método Directo hemos supuesto que 7 es metrizable
para extraer una subsucesioén convergente. En espacios topolégicos méas general, la compacidad
no implica la existencia de subsucesiones convergentes. Sin embargo, si utilizamos la nocién
de sucesion generalizada o red, podemos proceder (cuidadosamente) de manera similar.

Un caso importante de mencionar es cuando la topologia utilizada es la topologia débil inducida
por un espacio de Banach reflexivo. En dimensién infinita, sabemos esta topologia no es
metrizable, sin embargo, atin podemos extraer una subsucesion convergente. Basta considerar
M = My con My el espacio vectorial generado por la sucesion (xpn)n. Es facil ver que M
también es un espacio de Banach reflexivo y con lo cual By, la bola unitaria en M, es
compacta para la topologia débil. Mas atn, como M es separable y reflexivo, M™ es separable
y reflexivo, por lo que, By es metrizable; ver [Bres3];
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Ejercicio 1.2.2. Sea f: X — RU{+00} una funciéon 7-s.c.i. y K C X un compacto para 7. Muestre
que existe z* € K tal que f(2*) = ming f. Ind.: Considere g := f + dx.

1.2.3. Funciones de recesion e inf-compacidad.

En esta seccion presentaremos brevemente las funciones de recesion, muy utiles en analisis con-
vexo. Terminaremos con un resultado que permite caracterizar la inf-compacidad en espacios de
dimension finita y una aplicacién a problemas de optimizacion. En lo que sigue, X es un e.v.n.

Definicion 1.2.4. Sea C C X un conjunto no vacio. El cono de recesion, denotado por Cus, es el
conjunto
C’oo—{deX Eltk—>oo,HwkeCtalesquelimfk—d}.
k

R

|

=

Figura 1.3: Cono de recesion para el conjunto C' = epi f con f(z) = e*.

El cono de recesion contiene las direcciones hacia las cuales se dirigen las sucesiones en C' que
tienden a 400 en norma. Notemos que el conjunto C tiene las siguientes propiedades elementales,
que el lector debe verificar:

1. Cx es un cono cerrado.
2. (€)= Cx.
3. Cuando el conjunto C es convexo, también lo es C. Ademaés, cualquiera que sea el x € C

Co = {deX|d+CcC}
{d € X | x +td € C para todo t > 0}.
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Ejemplo 1.2.1. Conos de recesién de algunos conjuntos relevantes:

1. Si C es un cono, entonces Cy, = C.
2. Si C es un hiperplano cerrado, entonces Cy, es el subespacio vectorial paralelo a C'.

3. Suponga que C' es un poliedro convexo definido mediante C' = { z € R" | Ax <b }, donde A
es una matriz de tamanio m x n y b € R™. Entonces Cooc ={d € R" | Ad <0 }.

Ejercicio 1.2.3. Consideremos subconjuntos (C;);er de X. Pruebe que

1. <ﬂ C’i> C N(Ci)xo si la interseccion es no-vacia. La inclusion es una igualdad si los
el /o el
conjuntos son convexos.

2. <U C’i) 2 |J(C4)oo, con igualdad si I es finito.
el 0o el

Definiciéon 1.2.5. Sea f : X — R U {+o0} una funcion propia. La funcion de recesion, denotada

por fs, se define por

trd
Foo(d) = inf {liminff(kk) ty — +00, dy —d }
k—oc0 tr
Ejemplo 1.2.2. Si C es un conjunto no vacio, entonces (d¢)so = dc,,

Ejercicio 1.2.4. Sean f,g : X — R U {400} dos funciones propias con dom f Ndomg # . Sea
h=f+g.

1. Si f y g son s.c.i., entonces h también lo es.

2. Sea d € X tal que foo(d) ¥ goo(d) no son, respectivamente, +00 y —oo. Pruebe que
hoo(d) 2 foo(d) + goo(d).

Proposicion 1.2.3. Si f es propia, entonces epi(foo) = (epi f)oo-

Demostraciéon: Probaremos primero que (epi f)oo C epi(foo). Para ello, tomemos (d, 1) € (epif)oo-
De acuerdo con la definicion de cono asintotico, existen tp — oo y (dg,ur) € epif tales que
ty " (di, i) = (d, ). Como f(di) < g, tenemos que

(- ) <t

Pasando al limite tenemos que foo(d) < u, de donde (d, ) € epi(foo).

Reciprocamente, sea (d, 1) € epi(f). Por definicién, existen sucesiones t; — 0o y dj, — d tales
que
foold) = Mm .71 f(trdy).
k—o0

Como (d, 1) € epi(fx), de acuerdo con la definicion de limite observamos que para cada € > 0,
tomando k suficientemente grande tenemos que f(txdy) < (1 — €)tx. Por lo tanto, el punto

2z, = i (di, b+ €) € epi(foo)-

Como t;lzk = (dg,p+¢) = (d, p+€), concluimos que (d, u+ ) € (epi f)so. Finalmente, dado que
(epi f)oo €s cerrado y € es arbitrario, vemos que (d, 1) € (epi f)oo- O


Manuel Torres Valdebenito
Función de recesión
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Ejercicio 1.2.5. Sea (f;)ic; una coleccion de funciones propias de X en RU {+o00}. Pruebe que
(supf) = swi(fd v (0fA) < W)
iel 00 el el 0o iel
Demuestre también que si I es finito, la segunda desigualdad es una igualdad.

Lema 1.2.1. Si f : X — RU {+o0} es propia, entonces para todo A\ > inf f,

CA(N)]oe E{d € X | foold) <0 }.

Demostracion: Sea d € [ T'z(f) |- Entonces existen sucesiones x € I'\(f) v tx — oo tales que
klim t,;lmk = d. Escribamos d = t,;lxk — d. Como z € T'\(f), tenemos que
o0

t fltedi) =t far) <t 'A — 0.
Por lo tanto, f(d) < 0. =

Corolario 1.2.1. Consideremos un conjunto (f;)icr de funciones propias de X en RU {400} y un
subcongunto no-vacio S de X. Sea C={se€ S| fi(x) <0Viel}. Entonces

O C{d €S | (fi)oold) <OVieT Y.

Demostracion: Definimos C; = {x || fi(z) < 0}, de manera que C' = SN (ﬂ CZ->. Del Ejercicio
el

1.2.3 tenemos que Cso C Soo N (ﬂ (C’i)oo>. El resultado se obtiene al aplicar el lema anterior. [J
iel

Teorema 1.2.2. Supongamos que f : R" — RU{+o0} es s.c.i. y propia. Si foo(d) > 0 para todo
d # 0, entonces f es inf-compacta.

Demostraciéon: Supongamos que foo(d) > 0 para todo d # 0. Del Lema 1.2.1 tenemos que para cada
A>inf f,

0€[Ta(f) ] €{deR" | foo(d) <0 } = {0}.

Como el cono de recesion se reduce al {0}, concluimos que I'\(f) es acotado. O

Corolario 1.2.2. Supongamos que para cada i = 0,1,...,m, la funcion f; : R — R U {+oc} es
s.c.i. y propia. Sea C = { xz € R" | fi(x) < 0 Vi }. Suponga que dom fo N C # O y considere el
problema de optimizacion con restricciones

(P) imf{ fo(z) |z € C }.
Escribiendo f = fo + dc, el problema anterior es equivalente a
(P) mf{ f(z) | z € R" }.

Suponga que (fo)oo(d) > —00 para todo d # 0. Si las funciones f;, i > 1 no tienen ninguna direccion
de recesion comin; es decir, si

(fi)oo(d) <0 Vi = d=0,

entonces el conjunto de soluciones de (P) es no-vacio y compacto.



18 CAPITULO 1. INTRODUCCION AL ANALISIS VARIACIONAL

Demostracion: De acuerdo con el Ejercicio 1.2.4 y el Ejemplo 1.2.2,

foold) = (fo)oo(d) + e (d),

lo que implica que fo(d) > (fo)oo(d) para todo d € Cu. Aplicando el Ejercicio 1.2.1 y usando
la hipétesis sobre las direcciones de recesion concluimos que foo(d) > 0 para todo d # 0. Del
teorema anterior deducimos inmediatamente que la funcién objetivo f es inf-compacta. El resultado
se obtiene entonces al aplicar el Teorema 1.2.1 de Weierstrass-Hilbert-Tonelli. O

En el Problema 2.1 del préoximo capitulo presentaremos otros resultados aplicados al caso convexo.
En | | se puede encontrar una exposicion mas completa y detallada sobre el andlisis de recesion.

1.2.4. Principio variacional de Ekeland en espacios métricos

En los teoremas de existencia de solucién de un problema de minimizacioén, la compacidad de los
conjuntos de nivel juega un rol clave. Los siguientes resultados muestran que basta la completitud
del espacio sobre el cual se minimiza para obtener la existencia de una solucién aproximada en
un sentido apropiado. En | | es posible encontrar una amplia gama de aplicaciones de este
principio a distintas teorias matematicas.

Teorema 1.2.3. Sean (X, d) un espacio métrico completo y f: X — RU{+o00} una funcion propia,
s.c.i. y acotada inferiormente. Consideremos xg € dom f y € > 0. Entonces existe T € X tal que

(1) f(Z) +ed(xo,2) < f(0),
(i) Ve # z, f(Z) < f(z) + ed(z, T).

Demostracién: Sin pérdida de generalidad suponemos que ¢ = 1y que f: X — Ry U {+o0} .
Consideremos F : X — 2% definida por

Fz) ={y e X [ f(y) +d(z,y) < f(z)},
que toma valores cerrados y satisface las siguientes dos condiciones:
=y € F(y),
» Siy € F(x), entonces F(y) C F(x). Nos referiremos a esta propiedad como monotonia.

Definamos ahora v : dom f — R por

v(y) == Zeigfy) f(2).

Dado y € F(x), se tiene que d(z,y) < f(x) —v(x), lo cual implica que
diam(F(x)) < 2(f(x) - v(x)).
Definamos la sucesion (x,,)neN recursivamente a partir de zy por

Tn1 € F(2n),  f(zng1) Sv(z,) +277
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Luego, de la monotonia de F', v(x;,) < v(xn41). Por otro lado, como v(y) < f(y), se tiene que
V(Tnt1) < f@nir) Soen) 27" <v(zp) +277
y por lo tanto
0 < f(@ny1) —v(@py1) <27

En consecuencia, diam(F(z,)) — 0 y como F(x,) es una sucesion decreciente de cerrados en un
espacio completo, se sigue que existe T € E tal que

neN

Como Z € F(x9), se tiene (). Mas aun, & € F(x,) Vn de donde se sigue que F(z) C F(x,) y en
consecuencia

F(z) ={z}.
Dado x # T, se tiene que x ¢ F'(Z) de donde concluimos (i) O

Definiciéon 1.2.6. Dada una funcién propia f: X — R y € > 0, definimos el conjunto de sus
€-minimos por
{reX | f(x)<inff+e} siinff>-—o0,

e —argmin f =
gmmin f L¢6X|ﬂ@§-g i no.

Proposicion 1.2.4 (Principio variacional de Ekeland). Bajo las hipdtesis del Teorema 1.2.3, con-
sideremos €, A > 0 y sea xg € € —argmin f. Entonces existe x € X tal que

(i) f(@) < f(xo),
(7’2) d(.ﬁl?o,.fi‘) < >‘}
(iii) f(z) < f(x)+ $d(z, ), para todo Vx € X \ {T}

Demostracion: Basta aplicar el Teorema 1.2.3, cambiando la métrica d por %d. O

Observacion 1.2.4. La nocién de minimo de una funcién esté fuertemente ligada a la existencia
de un hiperplano soportante de pendiente nula. Pero, cuando una funcién inferiormente acotada no
alcanza un minimo, lo anterior pierde sentido. Sin embargo, el PVE permite reemplazar el concepto
de hiperplano soportante por el de cono soportante asociado a un e—minimo. La figura 1.4 evidencia
esta afirmacion. Para ver otras interpretaciones geométricas del PVE se recomienda ver los primeros
capitulos de | |.

Antes de terminar esta seccion recordemos una definicién basica del calculo diferencial.

Definicion 1.2.7 (Gateaux Diferenciabilidad). Sean X,Y espacios de Banach y f : U — Y una
funcién definida sobre un abierto U C X. Diremos que f es Gateaux diferenciable en z € U si

o £ 1) = 1)
t—0 t

= Ad, Vde X,

donde A : X — Y es una funcién lineal continua. Diremos que f es Gateaux diferenciable si tal
funciéon existe para todo x € U. Esta funcion A se conoce como la derivada de Gateaux de f y
usualmente es denotada por D f(x).
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Figura 1.4: Principio Variacional de Ekeland

Corolario 1.2.3. Supongamos que X es un espacio de Banach. Sea f : X — R una funcion s.c.i,
inferiormente acotada y Gateauz diferenciable en X. Consideremos € > 0 y sea x € € — argmin f.
Entonces, existe un punto x. € X tal que

(1) f(ze) < fx),
(i) |lx = zell <1,
(i) [|Df(ze)]| < e
Consecuentemente, existe una sucesion minimizante {x,} en X que satisface
f(zn) = Wf f, y Df(x,) — 0.

Demostraciéon: En vista del Teorema 1.2.4 con A = 1, s6lo es necesario probar la afirmacion (ii).
Sea d € X con ||d|| = 1, como f es Gateaux diferenciable, tenemos que

tDf(ze)d + o(t) = f(xe +td) — f(zz), para todo t suficientemente pequeno.
Por la parte (i7i) del Teorema 1.2.4, tenemos que
f(xe +td) — f(z:) > te,

por lo tanto
Df(z.)d> —, VdeX,||d| =1,

lo que implica que

IDf(z)|| = sup Df(w:)d <e.
lall=1
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Finalmente, para cada n € N tomemos y, € % — argmin f. Luego por lo recientemente probado
sabemos que existe x, que satisface

S|

Flan) < flon) S f f4+ v D f(n)] <

1.3. Espacios vectoriales topolégicos

Recordemos que un espacio vectorial real V' dotado de una topologia 7 se dice espacio vectorial
topoldgico (e.v.t.) si las operaciones suma

VxV — V
(v,w) — v+w

y ponderacién por escalar
RxV — V
(ANv) = A

son continuas para las topologias producto 7 x 7 sobre V x V' y g X V sobre R x V' respectivamente.
Se tiene que las vecindades de cualquier punto se obtienen a partir de las vecindades del origen por
traslacion. Se dice ademéas que el e.v.t. es localmente convezo (l.c.) si el origen admite una base de
vecindades convexas.

El ejemplo més simple de e.v.t.l.c. es el de un espacio vectorial normado (V|| - ||), pues basta
tomar la base de vecindades constituida por las bolas con centro en el origen.

Dado un e.v.t. (V,7) denotaremos por (V,7)* o simplemente por V*, el espacio vectorial de
todas los funcionales lineales (funciones lineales de V' a valores en R) que son 7-continuas sobre
V. El espacio V* se conoce como espacio dual' de (V, 7). Si v* € V* entonces para todo v € V
escribiremos

(v,v") == v*(v),
lo que define una forma bilineal (-,-) : V' x V* — R conocida como producto de dualidad entre V' y

V*. Esta dltima notacién apunta a enfatizar los roles en cierto sentido simétricos jugados por V' y
V*. En efecto, dado v € V, el funcional de evaluacion (v,-) : V¥ — R es una forma lineal sobre V*.

1.3.1. Separacién de convexos: el Teorema de Hahn-Banach

Definiciéon 1.3.1. Un hiperplano (o hiperplano afin) es un subconjunto H C V de la forma {v €
V| f(v) = a} donde f: V — R es un funcional lineal no nulo y o € R.

Notacién: Escribiremos [({ = o] ={v eV | f(v) =a}, { <a]={v e V| f(v) < a} y se extiende
la notaciéon de manera obvia para <, >y >.

Observacion 1.3.1. Es posible probar que [¢ = «] es T-cerrado si, y solo si, £ € (V,7)*, en cuyo
caso los semiespacios [¢ < ] y [¢ > «] (respectivamente [¢ < a] y [¢ > «]) seran cerrados (resp.
abiertos) en (V, 7).

1Al espacio V* también se le llama dual topoldgico para diferenciarlo del dual algebraico; este tltimo contiene a
todas las formas lineales sobre V' independiente de cualquier nocién topoldgica.
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Definicion 1.3.2. Un conjunto C' C V se dice convezo si para todos x,y € C'y para todo A € [0, 1]
se tiene que

Az + (1— Ny € C.

Una funcion f: V — R U {+oo} se dice conveza si para todos z,y € V' y para todo A € [0, 1],
fz+ (1 =Ny) <Af(x)+ (1 =N f(y).
Proposicion 1.3.1. f: V — RU {400} es convexa ssi epi f es convexo en V x R.

Demostracion: Se deja como ejercicio. O

\'y

\\/ X

Figura 1.5: Ejemplo de funcién convexa

Teorema 1.3.1 (Hahn-Banach). Sean (V,7) un e.v.t. y A, B CV dos subconjuntos convexos, no
vacios y disjuntos (i.e. ANB=10).

(i) Si A es abierto entonces existe un hiperplano cerrado que separa A y B, esto es, ezisten
te (V)" ya eR tales que AC[{ < o] y BC[l>qa].

(ii) Si (V,T) es un e.v.t localmente convexo (lo que abreviaremos por e.v.t.l.c.) tendremos lo si-
guiente: Si A es cerrado y B es compacto, entonces existe un hiperplano cerrado que separa
estrictamente A y B, esto es, existen £ € (V,7)*, a € R y e > 0 tales que A C [{ <
a—¢elyBC[l>a+e].

Observacion 1.3.2. Si (V,7) es un e.v.t.l.c. separado (de Hausdorff) entonces el Teorema de
Hahn-Banach permite asegurar que existen formas lineales continuas no nulas. Mas aun, bajo esta
condicion, dado cualquier par de puntos v; # ve en V, por la parte (ii) del teorema, siempre es
posible encontrar v* € (V,7)* tal que v*(v1) # v*(v2).

Una consecuencia muy importante del Teorema de Hahn-Banach es la siguiente.
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Figura 1.6: Teorema de Hanh-Banach

Corolario 1.3.1. Si (V,7) es un e.v.t.l.c. y C CV es un convezro, no vacio y T-cerrado, entonces
C= ﬂ{S |C C S yS essemiespacio cerrado}.

Demostraciéon: Dado u ¢ C, sean A := C'y B := {u}. Por el Teorema de Hahn-Banach, existe S
semiespacio cerrado tal que C C Sy u ¢ S. 0l

1.3.2. Topologia débil y funciones inferiormente semicontinuas.

Notemos que en principio V* esta desprovisto de estructura topologica. Sin embargo, es natural
dotar V* de la topologia de la convergencia puntual sobre V', que resulta ser la topologia menos fina
(i.e. la més pequena) que hace que todos los funcionales de evaluacion (v, -), v € V, sean continuos.
Esta topologia se denota por o(V*, V') y se llama topologia débil de V* asociada a la dualidad entre
V' y V*. Es facil ver que (V*,0(V*,V)) resulta ser e.v.t.l.c. separado.

Un resultado 1til para el estudio de la dualidad de e.v.t.l.c. es el siguiente teorema.

Teorema 1.3.2 (Banach). Sean (V,7) un e.v.t.l.c. separado y V* su espacio dual. Si ¢ : V* — R
es una forma lineal o(V*,V')-continua, entonces existe un inico v € V tal que Yv* € V*, L(v*) =
(v,v*). Mds aun, V y (V*, o(V*,V))* son isomorfos como espacios vectoriales (via la evaluacion
Gl <U7 >)

Demostracién: Dado v € V, la aplicacion V* 35 v* — (v,v*) = v*(v) es lineal y, por definicion,
o(V*,V)-continua. En este sentido, V' se identifica con un subespacio vectorial de (V*,a(V*,V))*.
Reciprocamente, si £: V* — R es lineal y o(V*, V)-continuo, entonces queremos probar que existe

v eV tal que £ = (v,-) (la unicidad de v se sigue de la Observacion 1.3.2). Sea

U={v"eV*| ) <1}
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que, por continuidad, resulta ser vecindad del origen. Por lo tanto, 3¢ > 0 y un ntmero finito de
puntos vy, ..., v, € V tales que

{v* e V* | (v,v*) <e, Vi=1,...,n} CU.
En particular,
n
(1.2) () Ker(v;,-) C Ker.
i=1

Definamos la funcion lineal F': V* — R™ mediante

F(u™) = ((vi, 0"))in
y sea L: F(V*) — R con
L(y1, o yn) = L(07)
para cualquier v* € V* tal que F(v*) = (y1,...,yn). La funcion L esta bien definida gracias a (1.2)

y resulta ser una aplicacion lineal sobre el subespacio vectorial F'(V*) de R™ | y en consecuencia se
puede extender a R™ y representar como

n
L(y) = Z QY-
i=1
En particular,
n n
Yo* e V*, L(v*) = Zai(vi,v*> = <Z aivi,v*> ,
i=1 i=1

de modo tal que basta tomar v =Y. ;| a;v; para concluir. O

Similarmente, es posible dotar a V' de la topologia débil o(V,V*) definida como la topologia
menos fina que hace que todos las formas lineales (-, v*), v* € V*, sean continuas. Por definicion,
o(V,V*) esta contenida en la topologia inicial 7, y ademaés se tiene que (V, o (V,V*))* es isomorfo a
V*. El espacio (V,o(V, V™)) resulta ser e.v.t.l.c. y es separado cuando (V, 7) es un e.v.t.l.c. separado
en virtud del Teorema de Hahn-Banach (ver la Observacion 1.3.2).

Otra consecuencia del Teorema de Hahn-Banach, es la siguiente:

Corolario 1.3.2. Sea (V,7) un e.v.t.l.c. y sea V* su espacio dual. Entonces
(i) St C CV es convexo entonces

C es T — cerrado ssi C es o(V,V*) — cerrado.

(i1) Si f: V — RU{+o00} es convexa entonces

fest—sci ssifeso(V,V*) —s.ci.

Demostraciéon: (i) Como o(V,V*) C 7 la suficiencia es inmediata. Para la necesidad basta ob-
servar que todo semiespacio T-cerrado es o(V,V*)-cerrado y aplicar el corolario 1.3.1 para
concluir que C' es o(V, V*)-cerrado.

(ii) Basta observar que f es convexa si, y solo si, epi(f) es convexo en V x R, y que f es 7-s.c.i
si, y solo si, epi(f) es cerrado para 7 x g en V' x R.
O
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1.4. Minimizacién convexa en espacios de Banach

Sea (V,]|-]|) un espacio vectorial normado y denotemos por V* su dual topologico. El estudio de
funciones coercivas conduce naturalmente a considerar las propiedades topolégicas de los subcon-
juntos acotados de V.

Comencemos recordando el siguiente resultado de Anélisis Funcional.

Teorema 1.4.1. Supongamos que (V,||-||) es un espacio de Banach reflexivo. Entonces los sub-
conjuntos acotados son relativamente compactos para la topologia débil o(V,V*). Asi, de cualquier
sucesion acotada es posible extraer una subsucesion débilmente convergente.

Demostracion: | . O

Como corolario del Teorema de Minimizacion de Weierstrass obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.4.1. Sean (V,|-||) un espacio de Banach reflexivo y f: V — RU {400} una funcion
coerciva y o(V,V*)-s.c.i. Entonces existe u € V tal que Yv € V, f(u) < f(v).

Teorema 1.4.2. Sea (V,||-||) un espacio de Banach reflexivo y f: X — R U {400} una funcion
convera, s.c.i. y coerciva. Entonces existe u € V tal que Yv € V, f(u) < f(v).

Demostracion: Como f es coerciva, sus conjuntos de nivel inferior son acotados en V y en conse-
cuencia relativamente compactos para la topoligia débil. Luego f es o(V, V*)-inf-compacta y como
ademaés es s.c.i. para la topologia fuerte, lo es para o(V, V*) en virtud del corolario 1.3.2. El resultado
se obtiene al aplicar el Teorema de Weierstrass. O

Ejercicio 1.4.1. Pruebe el teorema anterior sin usar el Teorema de Weierstrass. Para ello, aplique
el método directo con 7 = o(V, V*).

En el siguiente ejemplo veremos que la reflexividad es esencial para la validez del teorema
anterior.

Ejemplo 1.4.1 (Un problema de minimizacién convexa sin soluciéon 6ptima). Consideremos (V, ||-]|) =
(C([0,1];R), ||*]|oc), donde

[0lloo = sup{lo(®)] [t € [0,1]} .

1/2 1
/O v(t)dt—/l/Qv(t)dtzl}.

Es facil ver que C' es no-vacio, cerrado y convexo (méas aun, C' es un hiperplano cerrado). Consi-
deremos la funcién indicatriz . Como

Sea

C::{UEV

0 ~<0

I4(0c) = {C ~v>0

y C es cerrado, entonces ¢ es s.c.i. (con respecto a 7). Como epi(dc) = C x [0, +00, que es
convexo, entonces d¢ es convexa. Consideremos el problema de minimizacién:

d(0,C) = inf{||v||ec | v € C} = Inf{||v]|s0 + dc(v) | v € X}.
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Evidentemente, la funcion f(v) = ||v|lec + dc(v) es convexa, ||-||-s.c.i. y coerciva. Observemos que si
v € C, entonces

1

:jv(t)dt—/v(t)dtg /Ilv(t)ldtg [[v]oo-
0 0

Asi, d(0,C) > 1. Por otra parte, dados n > 1, a, < %, B > 1 definimos vy, : [0,1] — R por

N

Bn x € [0, ay)
vp(z) = aﬁflx—i- %lf’; x €lay, 1 — ay|
—Bn HAS [1 — Olp, 1]
y tomando «,, = % — %, Bn =1+ % se tiene que v, € C'y ||vn|loc = ”Il con lo que concluimos que
d(0,C) =1.
R
Bn

Figura 1.7: Familia de funciones vy,

Supongamos que existe u € C tal que |||l = 1. Como ‘fol/Q u(t)dt‘ <iy ‘f11/2 u(t)dt‘ <1,

necesariamente “01/2 u(t)dt} = ‘fll/z u(t)dt‘ = 1. Pero entonces ‘fol/Q(l fu(t))dt‘ = 0 y como
1 —wu(t) > 0 deducimos que u = 1 sobre [O, %} Similarmente, u = —1 sobre [%, 1] lo que contradice

la continuidad de u. Luego, no existe un minimizador para d(0,C). En particular, se deduce que
(C(]0,1];R), ||*]loo) no es reflexivo.

Observacion 1.4.1. Se puede asegurar la unicidad del minimizador en el Teorema 1.4.2 cuando se
tiene que infy f < +o00 si suponemos ademas que f es estrictamente conveza, es decir,

Vu,v € dom(f),u # v, YA €]0,1], f(Au+ (1 —AN)v) < Af(u)+ (1 = A)f(v).

Ejercicio 1.4.2. Demuestre la observaciéon anterior.
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1.5. Relajaciéon topologica

1.5.1. La regularizada semicontinua inferior

La efectividad del enfoque topologico presentado radica en la posibilidad de escoger la topologia
7 de modo de satisfacer las propiedades de inf-compacidad y semicontinuidad inferior. Sin embargo,
la dificultad reside en que ambas propiedades son antagonistas en el siguiente sentido: dada f: X —
R U {400} y dos topologias 7o C 71 sobre X se tiene que

1. Si f es 1i-inf-compacta entonces f es m-inf-compacta.
2. Si f es 7o-s.c.i. entonces f es T1-s.c.i.

La eleccion de la topologia 7 resulta de un balance entre ambas propiedades. Usualmente la inf-
compacidad tiene prioridad: se trata de encontrar la topologia més fina posible que asegura la
inf-compacidad de f, lo que permite por una parte aumentar las posibilidades de que f sea s.c.i.
y por otra describir el comportamiento asintético de las sucesiones minimizantes. Sin embargo, en
algunas aplicaciones importantes la semicontinuidad inferior simplemente no se tiene y el problema
de minimizacién asociado no tiene solucién, pese a que si se tiene la inf-compacidad. En tales casos,
es interesante entender el comportamiento de las sucesiones minimizantes. Por ejemplo responder a
la pregunta ;Qué se puede decir de los puntos de acumulacion?

En lo que sigue, supondremos que (X, 7) es un espacio topologico.

Definicion 1.5.1. La 7-regularizada s.c.i. o T-clausura inferior de f: X — RU{+o0} es la funcion
definida por

o (f) = f :=sup{g: X = RU{+o0} | ges m-s.ci, g < f}.
Proposicion 1.5.1. Si f: X — RU {400}, entonces
(i) epi(cl-(f)) = cl(epi(f)). En particular, cl.(f) es 7-s.c.i.

(ii) L, (f)(x) = liminf f(y).

Y=z

(iii) f es T-s.c.i. ssi f <cl (f) ssi f=cl:(f).
Demostracién: (i) Notemos que A C X X R es un epigrafo si, y solo si,

1. Para todos (z,\) € Ay u > A se tiene (x,u) € A; y
2. Para todo z € X, el conjunto {\ | (z,\) € A} es cerrado en R.

Asi, es facil verificar que A = cl(epi(f)) es un epigrafo, es decir, existe g: X — R U {400}
tal que cl(epi(f)) = epi(g). Como epi(g) es cerrado, g es 7-s.c.i. Mas aun, dado que epi(f) C
epi(g), tenemos que g < f. Asi, g es un minorante 7-s.c.i de f y en consecuencia g < cl.(f).
Sea ahora h: X — R U {+o0} otra minorante s.c.i. de f de modo que epi(f) C epi(h), luego
epi(g) = cl(epi(g)) C epi(h), y asi g > h. Por lo tanto g = cl(f).
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(ii) Como cl-(f) es 7-s.c.i.,

cl-(f)(z) < liminfcl (f)(y) < liminf f(y).

y—=T y—x
Por otra parte, definamos h(z) := liminf f(y) = sup inf f(y), que es una minorante de f y
y— VeEN, yeV
es 7-s.c.i., de modo que h < cl-(f).

(iii) Evidentemente, cl-(f) < f y si f es 7-s.c.i., entonces f(z) < HHI_}Hff(y) =cl; f(x).
y—T

Proposicion 1.5.2. Si f: X — RU {400}, entonces

cl-(f)(x) = min{limdinff(a:d) | D conjunto dirigido, (xq)qep una red,xq — x}.

Si ademds (X, T) es metrizable, entonces

cl(f)(z) = min{lirginff(xn) | (zn)neN €s una sucesion, T, — x}.
n oo

Demostracion: Para simplificar, s6lo haremos la demostracion en el caso metrizable. Tenemos que

lim inf =su inf .
minf f(y) =sup _mf f()

Sea x,, — x, de modo que
Ve > 0,3ng(e) € N, VYn > ngy, x, € By(z,¢).

En consecuencia, f(z,) > inf f(y) y mas aun inf f(x,) > inf f(y). Luego
YyEBr(z,€) nzng yEBr(x,€)

liminf f(x,) = sup inf f(z,) > inf .
minf f(z,) = sup inf (@) > il f(0)

Por lo tanto, de la arbitrariedad de € y x,, =

.o < i {lim
h;n_}l;lff(y) < 1nf{hnrr_1>£ff(1:n) | &, — x}.

Por otra parte, para cada n > 1 existe x, € B;(z, %) tal que

mf  f(y) > flazn)— L si Wmf f>-c0
y€B-(z,5) Br(x,7)

—n > f(zy) si Inf f=-—o0.
En ambos casos

liminf f(y) > lim  inf  f(y) > limsup f(x,) > lirginff(xn)

y—z n—=00 yeB, (z,1) n—00

lo que prueba el resultado. O
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Proposicion 1.5.3. Sea f: X — RU {+o0}. Entonces infx f = infx cl.(f) y mds generalmente
infy f = infy cl(f) para todo U € 7. Ademds arg min f C arg mincl,(f).

Demostracion: Como f > cl;(f), s6lo debemos probar que infy; f < infy el (f). Dado que x € U,
como U € 7, se tiene que U € N,(7) y asi cl;(f)(xz) > infy f. De la arbitrariedad de z se deduce
que infy cl-(f)(x) > infy f. Finalmente, si € argmin f entonces

el (f)(@) < f(o) = if f = inf cl.(f)

lo que implica que = € argmincl,(f). O

Teorema 1.5.1. Sean f: X — RU{+00} y (xn)neN una sucesion minimizante para f. Supongamos
que existen T € X y una subsucesion (Tn, )keN tales que x,, — T. Entonces T minimiza cl;(f) en
X.

Demostracién: Como lim f(z,) = infy f, deducimos que
n—oo

cl.(f)(z) < klglolo flzn,) = igl{ff = iﬂl{fclT(f).
g

Definicion 1.5.2. Decimos que el problema min{cl (f)(z) | z € X} es el problema relajado del
problema de minimizaciéon original inf{f(z) | z € X}.

Ejercicio 1.5.1. Sea F': (X,7) - RU{+o0} y G: (X,7) = R una funcién continua. Muestre que
(F+G) =F +G.

Ejemplo 1.5.1. Dado p €]1, +00[, consideremos el siguiente problema de minimizacion:

veV

P)  inf {; /Q Vo) Pda — /Q g(@)o()dz

v = 0 sobre Q},

donde © C R es un abierto acotado y ¢ es una funciéon con propiedades a precisar. La existencia
de soluciones dependera de la eleccién del espacio V. Una primera idea es considerar V = C}(Q),
el espacio de las funciones continuas a soporte compacto en {2, pero esta serd insuficiente si nos
interesa considerar g irregular.

Sea F': LP(2) — R U {400} definida por

F) {;IQ|VU\pdx si v e CL(Q),
V)=

+00 si no.

. —= =L , , .
Nos interesa calcular F' = F'~ (méas adelante veremos el porqué). Primero observemos que v €

dom(F) si, y solo si, existe v, — v en LP(Q) tal que h’mJirnf F(vy) < 400. Sin pérdida de generalidad
n—-+0o0

podemos suponer que h'IJIrl F(vy,) existe y es finito, y que sup,, F'(v,) < +00, lo que equivale a
n—-+0oo

sup,,||Vop|lpa < 4+00. Luego sup||vy|j1,p0 < +00, donde ||vy|l1p.0 = [[vnllp.a + [[VUn|lpa. Es decir
(Vn)nen C CL(R) esta uniformemente acotada en W1P(Q). Como éste es un espacio de Banach
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reflexivo, deducimos que existe w € WHP() y una subsucesion (v, Jken tal que v, — w débilmente
en WHP(Q). En particular, v,, — w en LP(Q) y en consecuencia w = v. Asf, v,, — v débilmente
en WHP(Q) v (vn,)ken C CL(Q) C Wol’p(Q) y este altimo es subespacio cerrado de WLP(Q), luego
es débilmente cerrado. En conclusion v € I/VO1 P(Q). Asi, dom(F) C WO1 P(Q).

Reciprocamente, si v € W, ?(€) = C1 (Q)”‘Hl’p entonces existe una sucesion (v, )pen C CL(Q) tal
que v, — v en Wol’p(Q) y en particular | Vo], o = lim ||Vu,||,.q. Por lo tanto, dom(F) = Wol’p(Q)

n—oo

y, mas aun, si v € Wol’p(Q) entonces F(v) < %HVUH%. Por otra parte, si v € Wol’p(Q) Yy Uy =0
en LP(Q) y, razonando sin pérdida de generalidad, podemos suponer que v,, — v débilmente en
WLP(Q) y en particular Vv, — Vo débilmente en LP(Q)N. Pero ®: LP(2)Y — R definida por
o(f) = %fQ]f(x) |Pdz es convexa continua, y, por lo tanto, es débilmente s.c.i. Luego

1 1
_ p < 7 ] _ p‘
pHWHp < lgglcgpranHp

De la arbitrariedad de las sucesiones se obtiene que %HVUH% < F'. En conclusién

+00 sl no.

Flo) = {;]VUHg siv e WyP(Q),

Supongamos que g € L1(2) con % + % = 1y definimos G: LP(Q2) — R mediante

G(v) :== /Qg(x)v(x)dx.

Luego, si definimos J(v) := F(v) + G(v), del Ejercicio 1.5.1

+00 si no.

J(v) = {;1; JoIVv(z)Pde — [ g(x)v(z)de sive Wol’p(Q)’

Podemos formular el problema original como

(P)  inf J(v) < J(0) =0 < +oo.

Sea (vp)n C LP(R2) una sucesiéon minimizante para (P), es decir, lim J(v,) = infz» J. Razonando
n—o0

como antes podemos suponer sin pérdida de generalidad que sup,, J(v,) < 400 de modo que

(Vn)nen € CH(Q) C Wol’p(Q) y sup,||Vu,|[, < +oo. Por la desigualdad de Poincaré, deducimos

que (vp)neN estd acotada en VVO1 P(Q) y por el Teorema de la Inyeccion Compacta de Rellich-

Kondrachov, se tiene que existen v € I/VO1 P(Q) v (v, )ken tales que v,, — v en LP(Q). Aplicando
el Teorema 1.5.1, deducimos que ¥ € argmin J, es decir, ¥ es una solucién del problema relajado
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1.5.2. La I'-convergencia

A continuacion introduciremos la I'-convergencia o epi-convergencia y mostraremos sus princi-
pales propiedades. Por ejemplo, un resultado de estabilidad para problemas de minimizacién.
Sea (X, d) un espacio métrico y consideremos una familia {F}, },en de funciones definidas de X en
R. Para u € X, definimos
(I'(d) — liminf F,,)(u) := inf{liminf F},(u,) : w, — u},
n—+0o

n—-+o00

(I'(d) — limsup Fy,)(u) := inf{limsup F,,(up) : un, — u}.
n—+oo n—+oo
Claramente, se tiene que I'(d) —liminf F;, < T'(d) —limsup F}, y si coinciden diremos que la sucesion
{Fn}nen es I'- convergente o epi-convergente a F' en u € X. En ese caso escribimos F(u) =
(T'(d) — limy,—y00 F)(u). Notemos que dado u € X, la definicion es equivalente a:

1. Para cada sucesién u,, — u, se tiene que

F(u) < lminf F,(u,) ,

n—+400

2. Existe una sucesion u,, — u tal que

F(u) = lim F, (uy,).

Ejercicio 1.5.2. Muestre que el I'-limite de una sucesiéon constante es la clausura inferior. Més
precisamente, I'(d) — lim F' = cly(F).

Mas generalmente, es posible demostrar que si F' = I'(d) — lim F}, entonces F' es s.c.i. y que bajo
ciertas condiciones sobre d, la I'-convergencia define una topologia metrizable sobre el espacio de
las funciones inferiormente semicontinuas. En general, la I' convergencia no implica ni es implicada
por la convergencia puntual, més aun, es posible encontrar ejemplos de sucesiones I'-convergentes
en X cuyo limite puntual existe en X pero que no coincide con el I'-limite.

Ejercicio 1.5.3. Sea F), una sucesion decreciente de funciones de X en R. Muestre que el I-limite
existe y
I'(d)— lim F, =clg(inf {F,}).
(d) = Mn Fo=cla(fnf {Fo})
La principal propiedad de la I'-convergencia se establece en el siguiente teorema y precisa su
naturaleza variacional.

Teorema 1.5.2. Sean {F,},, F y G funciones de X en R tales que

F=T- lim F,.

n—-+00

y tal que G es continua. Entonces

lim sup(inf{F, + G}) < inf{F + G}.

n—-+o0o

Mds aun, si existe una subsucesion u,, € argmin{F,, + G} convergente a u € X, entonces u €
argmin{F + G} y inf{F,, + G} — inf{F + G}.
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Demostracién: El lector debe verificar que (F,, + G)nen es [-convergente a F' 4+ G. Luego, basta
considerar el caso G = 0. Supongamos que inf F' > —oo y para € > 0 consideremos 1, un e-minimo
de F":

F(us) <inf F +e¢.

Tomando u,, — ue tal que lim,, oo F(uy) = F(uc), se tiene que

limsup(inf F,,) < lim F,(u,) < inf F' +¢,

n—+o00 n—+00

y, de la arbitrariedad de ¢ > 0, concluimos que limsup,,_, . (inf F;,) < inf F. Si inf FF = —o0 el
argumento es similar.
Sea up = up, la subsucesién convergente a u tal que uj € argmin(F, ). De la I'-convergencia, se
tiene que
F(u) <liminf Fj(ug),
k—+o0
de donde se sigue que
F(u) < liminf inf F},
k—+4o0
lo que implica, junto con la primera parte del teorema, que u € argmin F' y que limy_, o inf F,, =
inf F. O
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1.6. Problemas

Problema 1.1. Sea (X,7) un espacio topolégico y dado = € X considere la funcion f(x) =
sup{g(N) | N € N;(7)}, donde g es una funcién a valores en R U {+0c0} definida sobre 7 y N, (7)
denota el conjunto de 7-vecindades de x. Muestre que f es s.c.i.

Problema 1.2. Sean V un espacio de Banach y U: V — R una funcién Géateaux-diferenciable.
Diremos que U satisface la condicion (WC) sobre un subespacio 2 C V' si para cualquier sucesion
(zn)nen C Q con las siguientes propiedades:

» (|U(zn)|)nen es acotada,
» U'(x,) # 0 para todo n, y
» U'(zp) = 0en V¥,

existe T € X tal que U'(Z) =0y

liminf U(z,) < U(z) < limsup U(zy,).

n—+0o0 n—+o0

(a) Suponga que V es reflexivo y que U es convexa, s.c.i, y U(x) — +oo cuando |z| — +o0.
Muestre que U satisface la condicion (WC) sobre V.

(b) Suponga ahora que U es s.c.i. y acotada inferiormente. Suponga también que la restriccion de
U’ a rectas es continua y que U satisface la condicion (WC) sobre V. Pruebe que U alcanza
su minimo sobre V.

Problema 1.3 (x). Sea X un e.v.t. Dado A C X definimos la envoltura convera de A como
co(A) = ﬂ{ C' | C es un convexo, A C C'}

y la envoltura conveza cerrada de A como TA = cl(coA).

(a) Pruebe que

i=1

neN, v, € A, N\; >0, Z)\Z‘Zl}

co(A) = {Z A\iv;

i=1

(b) (Teorema de Carathéodory) Demuestre que si X es de dimension finita igual a n, entonces

n+1
co(A) = {Z Aiv;
i=1

n+1
’UZ'EA, )\Z'ZO, ZAi_l}'
=1

(c) Pruebe que si C' C X es un convexo, entonces C también lo es. Deduzca que

co(A) = ﬂ{ C' | C es un convexo cerrado, A C C}.

(d) Pruebe que si A es abierto, entonces co(A) también lo es. Muestre que si C' C X es convexo,
entonces int(C') también lo es.
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(e) Muestre que si Aj,...,A4, € X son convexos y compactos, entonces co(A; U---U A4,) es
compacto.

(f) Sea (V,||-||) un e.v.n. y supongamos que A es totalmente acotado. Pruebe que co(A) es total-
mente acotado. Deduzca que si (V, ||-||) es de Banach y K C V' es compacto, entonces para
todo A C K, ¢0A es compacto.

Problema 1.4 (x). (Un teorema de Min-Max). Sean X y Y dos e.v.t., considere AC X y BCY
dos convexos, compactos no vacios. Sea ¢ : A x B — R una funcién que cumple las siguientes
propiedades:

(i) Para cada y € B, el mapeo x — ¢(x,y) es continuo sobre A.

(i) Si A\; >0 parai=1,...,n tal que > " ; \; = 1, entonces
(ii.a) 1) (Z AiTi, y) = Z)\igb(:pi,y) para todo x; € A,
i=1 i=1
(i.0) ¢ <$, Z )\iyi> = Z A\ip(z,y;) para todo y; € B
i=1 i=1

El objetivo del problema es mostrar que

sup inf ¢(x,y) = inf sup ¢(x,y).
rcAYEB YEB zecA

Para ello proceda como sigue:

(a) Muestre que

sup inf ¢(z,y) < inf sup ¢(z,y).
zeAYEB YEB zeA

(b) Denotemos por ¢ = in}fa sup ¢(z,y). Muestre que para probar la otra desigualdad es suficiente
yeL zcA
con probar que si

Ay={zeA: ¢(x,y) 2 c}
entonces VI C B finito se tiene que ﬂ Ay #0.

yel

n
(c) Suponga que existen yi,...,y, € B, tales que ﬂ Ay, = 0. Considere el mapeo f : A — R"
i=1
definido por f(z) = (¢(z,y1) — ¢, ..., (2, Yyn) — ¢). Muestre que existe £ € R" \ {0} y « € R
tal que

(lu) < a<(lv) Vu € f(A),Vv € RY.

Concluya el resultado pedido.
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Problema 1.5 (x). Para un conjunto K C R" cualquiera definimos el cono polar de K como el
siguiente conjunto,

K°={yeR": (z,y) <0, Vx € K}.
y la funcién soporte de K como,
oK () := sup(z,y).
yeK

Sea C' C R" no vacio y denotemos por Cg, el cono polar de C. Pruebe las siguientes relaciones:

(a) domoc C C%..

(b) Siint(CS,) # (), entonces int(CS) C domoc .

(¢) Si C es convexo, entonces (domo¢)® = C.

Problema 1.6 (x). (Algunos teorema de Punto Fijo). Sea (X, d) un espacio métrico.

(a) (Generalizacion del teorema de punto fijo de Banach) Consideremos una funcion ¢ : X — X.
Diremos que ¢ es una contraccion direccional si es continua y existe k € (0,1) tal que para
cualquier = # ¢(x) existe z € [z, ¢(x)] \ {x} y se tiene

d(¢(x), d(2)) < kd(z, 2).
Muestre que si ¢ es una contracciéon direccional entonces ¢ tiene un punto fijo.
(b) (Caristi) Sea F': X — 2% una multiaplicacion. Definamos el grafo de F' como
Gr(F)={(z,y) e X x X : ye F(x)}.

Supongamos que Gr(F') es cerrado y que existe una funciéon f: X — R U {+oo} acotada
inferiormente y s.c.i. tal que

fy) +dy, =) < f(x) V(z,y) € Gr(F).
Muestre que F' posee al menos un punto fijo, es decir, existe £ € X tal que = € F ().

Problema 1.7 (Convergencia Variacional de Puntos Sillas). Diremos que una sucesién {£},: R" x
R™ — R,n € N} hipo/epi-converge a una funcion F': R” x R™ — R si para cualquier (z,y) €
R™ x R™ se satisface

1. Para cualquier x, — x existe y, — y tal que limsup,, , , o Fy(zn,yn) < F(z,y),
2. Para cualquier y,, — y existe z, — x tal que liminf,, o Fy,(2n, yn) > F(z,y).

Suponga que (F},) hipo/epi-converge a F'y que existe una secuencia de puntos (Z,,¥,) tales que
para cualquier (z,y) € R™ x R™ se tiene que

Fn(%@n) < Fn(jnvgn) < Fn(i'naw'

Muestre que si (Zp, yn) — (Z,7), entonces

F(z,y) < F(z,y) < F(z,y).
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Capitulo 2

Fundamentos de Analisis Convexo

2.1. Funciones convexas.

Sea V un espacio vectorial real. Recordemos que una funciéon f: V' — R se dice convexa si epi f
es un subconjunto convexo de V x R. De manera equivalente, f es convexa si, y sblo si, Vn > 2,

n
Yoi, e, vn € V, VAL ooy A € Ry U {0} tales que > A\, = 1, se tiene
i=1

f (Z )\wz‘) < Z Aif (vi).
i—1 i—1

Proposicién 2.1.1. Sea f: V — R una funcion conveza.
(i) St X >0 entonces A\f es conveza.
(ii) Sig:V — R es convera entonces f + g es conveza.
(iii) Si A: W — V es lineal afin entonces f o A es conveza.
(iv) Si6: R — R es convexa no-decreciente entonces o f es convexa.
(v) Si (fi)ier es una familia no vacia de funciones convezas de V en R, entonces f = sup f; es
conveza. el
(vi) Supongamos que W es un espacio vectorial y g : V x W — R es conveza. Entonces la funcion

h:V — R definida por h(v) = inlgv g(v,w) es conveza.
we

(vii) Si g : R™ — R es convera y F: V. — R™ es de la forma F(x) = (fi(z),..., fm(x)) con
fi: V= R convezas, entonces goF' es convexa siempre que g = g(y1, ..., Ym) Sea no-decreciente
en y; para i =1,....m.

Demostracion: Se deja como ejercicio para el lector. O

Observemos que (7) y (77) dicen que el conjunto de las funciones convexas en V' es un cono convezro
(pero no un espacio vectorial pues la diferencia de dos funciones convexas no es necesariamente
convexa). Ejemplos de funciones convexas son las normas y las seminormas en V.

37
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Otra definicion a retener es la de concavidad: Decimos que f: V — R es (estrictamente) concava
si —f es (estrictamente) convexa.

En espacio generales, una funciéon convexa, incluso si es lineal, no es necesariamente continua.
Sin embargo, el siguiente resultado establece una propiedad interesante acerca de la continuidad y
lipschitzianidad de las funciones convexas.

Teorema 2.1.1. Sean (V,||-||) un ev.n. y f: V. — RU{+o0} una funcion convera. Entonces son
equivalentes:

(i) [ estd acotada superiormente en una vecindad de xy € dom(f).
(ii) f es localmente Lipschitz en xo € dom(f).
(1it) f es continua en algin xoy € dom(f).
(iv) f es localmente Lipschitz en int(dom(f)) # (.
(v) f es continua en int(dom(f)) # 0.
(vi) int(epi(f)) # 0.
Demostraciéon: Probaremos que (i) = (i1) = (ii1) = (i) y luego que (i) = (iv) = (v) = (vi) = (4).

» (i) = (it) Sin pérdida de generalidad podemos suponer que zg = 0 (de lo contrario basta
considerar f(z) = f(x+x¢)). Sean e > 0y M € R tales que para cada z con ||z|| < ¢ se tiene
que f(x) < M. Dados x1,x2 con [|z;]| < §i=1,2y 21 # 22 de modo que a := ||z — 3| > 0,

definimos y = =1 + 5 (1 — z2). En consecuencia, ||y — z1|| = §, de donde concluimos que
lyll <ey fly) < M. Ademas, x; = 22i€y + 5az72 y de la convexidad de f deducimos
2a
< .
Flan) < o= F) + 5 flaa)

Luego

2a 2a

_ < _ < M —
Flon) = ) S 5o [(0) = f(22)] S 5o [M = f(a2)]

Pero 0 = iz + 1(—x2) de modo que f(0) < Jf(z2) + 3f(—z2) y se tiene que —f(z3) <
f(=z2) — 2£(0) < M — 2f(0). Asi,

M - (0] < - .

f(z1) = f(z2) < Yot 2

para algin M > 0.

: 4
Intercambiando los roles de x1 y x2 se deduce que |f(x1) — f(x2)| < = ||z1 — 22|

» (4i) = (i4i) y (¢91) = (¢) son inmediatos.

» (i) = (iv). Sea T € int(dom(f)). Consideremos € > 0 y definamos y. = T + (& — zp) de

modo que T = l%rsya + —=—x¢. Si £ > 0 es suficientemente pequeno, y. € dom(f). Sea U una

1+e
vecindad abierta de xg donde f es acotada superiormente por M y definamos
1 5
U =
R R s
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que resulta ser una vecindad abierta de Z. Luego, si z € U se tiene que dx € U : 2z =

%Jrsy + 1522 v por la convexidad de f

e

F(2) < ——f(y) + —— f(x) fly) + ——M := M.,

- <
~1+e 1+¢ ~1+e

de modo que f esta localmente acotada por M, en Z.

1+¢

- S~

-7 So
4 ~
. S
4 [N
4 \ ~
1 3 S~
| \
I
1
1 Zoe 1
\ 1
\ i
\ ’
\ U ;
N\ 4
N 7’

» (iv) = (v) También es inmediato.

» (v) = (vi) Sean z € int(dom(f)) y A > f(x). Veremos que (z,\) € int(epi(f)). En efecto,
dadoy € R tal que f(x) < v < A, existe una vecindad abierta U de z tal que Yy € U, f(y) < 7.
Luego (z,A) € Ux]y, +oo € epi(f).

» (vi) = (i) Dados U abierto no vacio y a < b tales que Ux]a,b[C epi(f) entonces Va €
U, (z,%2) € epi(f) lo que equivale a decir que Vo € U, f(z) < L < 4o0.

O

Este resultado puede adaptarse al caso f: V — R pero hay que exigir que f(zo) € R.

Corolario 2.1.1. Si f: R" — R U {400} es convexa y propia entonces f es localmente Lipschitz
en int(dom(f)). En particular, si f: R™ — R es convera entonces es continua.

Demostracion: Sea zy € int(dom(f)) de modo que Je > 0 : B(zp,e) C dom(f). Sean é1, ..., é, los
vectores de la base canénica de R" y x; := xg + €é; para ¢ = 1,...,n. El conjunto

S = {Zn:/\le i)\z =1, \; >0, 1€ {0,1,...,n}}
=0

i=0
es una vecindad abierta de xq, y por convexidad

f <Z )\1-:172-> <méx{f(x;)|i=0,1,...,n} < +oo.

1=0

Por lo tanto f esta acotada superiormente en S.



40 CAPITULO 2. FUNDAMENTOS DE ANALISIS CONVEXO

Notemos que la convexidad es esencialmente una propiedad unidimensional pues depende del
comportamiento en un segmento de recta. Por ejemplo, un conjunto es convexo si, y sélo si, su
interseccioén con cualquier recta lo es. Asi, muchas de las propiedades de funciones convexas en R"
pueden obtenerse de un anélisis del caso n = 1.

Lema 2.1.1. Sea I un intevalo. Una funcion f : I — R es convezxa si, y sélo si, para todo xg <
y < x1 en I se tiene que

f(y) — f(20) < fla1) = flao) _ flz1) = fly)

Y — o T — To o T =Y

Luego, dado = € I, se tiene que

y—x
es no-decreciente como funcion dey € I\{xz}. Similarmente la convezidad estricta estd caracterizada
por desigualdades estrictas.

Demostracion: Basta observar que y = ﬁxo + ﬁxl. O

R
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Teorema 2.1.2. Si f: I CR — R es diferenciable en el intervalo abierto I entonces cada una de
las siguientes condiciones son necesarias y suficientes para que f sea convexa en I:

(i) f' es no-decreciente en I.
(ii) fy) = f(z) + f'(2)(y — =), Yo,y € L.
(ii) En caso de que f sea de clase C?, f"(x) > 0,Vx € I.

Similarmente, cada una de las siguientes condiciones son necesarias y suficientes para que f sea
estrictamente convexa en I:

(i’) f' es estrictamente creciente en I.
(i) $(5) > F(@) + /@)y — ), Yo,y €1 conz #y.
Una condicion suficiente pero no necesaria para la convexidad estricta es:
(ii5’) f"(z) >0, Yo € I (asumiendo que f € C?).
Demostracion: » (converidad) = (i) Directo del lema anterior.

= (i) = (i1) Definamos g¢.(y) := f(x) — f(y) + f'(z)(y — x). Notemos que g,(x) = 0 y que
92(y) = —f'(y)+ f'(x) de modo que g;,(y) > 0siy € IN]—o0, ] y g, (y) <=siy € IN[z,+o0].
En consecuencia, g, tiene un maximo golbal en y = = y el valor es 0.

» (it) = (convexidad) Sea l,(y) = f(z) + f'(z)(y — z) una funcién lineal afin. Tenemos que
Ve e, f(y) > l(y) y f(z) = (7). Asi, f(y) = supye;lz(y) y en consecuencia f es convexa.

» (ii') = (convexidad estricta) Dados zg < x1 sea x) = xo + A(z1 — o). Para la funcion afin
IX(y) = f(zx) + f(za(y — zx) tenemos que f(xo) > Ix(zo) ¥ f(z1) > Ix(z1) perof(zy) =
I = AMax = AMa(21) + (1 = N)la(wo) luego f(xx) < (1 — ) f(zo) + Af(z1).

Queda como ejercicio estudiar las otras implicancias.

Ejemplo 2.1.1. Algunas funciones convexas relevantes:

(r) = az? + bz + c en R cuando a > 0; es estrictamente cuando a > 0.

(x) = e en R; es estrictamente cuando a # 0.

» f(z) = 2% en |0, 00| cuando « > 1; es estrictamente convexa cuando o > 1.

() = =2 en |0, +oo[ cuando 0 < a < 1; es estrictamente convexa cuando 0 < o < 1.
» f(z) = —Inz en ]0,4o00[ es estrictamente convexa.

Notemos que f(z) = z* satisface que f”(0) = 0 pero es estrictamente convexa, lo que muestra que
(#i1") no es necesario.
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Corolario 2.1.2. Sea U C R"™ un conjunto convexo y abierto. Si f: U — R es diferenciable,

entonces cada una de las siquientes condiciones son necesarias y suficientes para que f sea conveza
en U:

(Z) VCL',y € U’ <Vf(ZE) - Vf(y),m - y> = 0.
(i) Va,y € U, f(y) = f(2) +(Vf(2),y — ).
(iii) V2f(x) es semi-definida positiva Vx € U (asumiendo que f € C?).

Para la converidad estricta es necesario y suficiente tener (i) o (ii) con desigualdad estricta si x # y.
Una condicion suficiente pero no necesaria es que V2 f(x) sea definida positiva.

Demostraciéon: Propuesto. Considerar g(t) = f(y +tz) cony € Uy z € R™. O
Ejercicio 2.1.1. Pruebe que las siguientes funciones son convexas:

» fx) = %(x, Az) 4 (b,x) + ¢, con A € R™™ matriz simétrica y semi-definida positiva. Pruebe
que es estrictamente convexa si A es definida positiva.

n
» f(z)=1In <Z e:”i). Muestre ademéas que esta funciéon no es estrictamente convexa.
i=1

2.2. Espacios en dualidad

Diremos que dos e.v.t.l.c. (X, 7), (Y, 0) son espacios en dualidad si existe un producto de dualidad
entre X y Y, esto es, una funcién bilineal (-,-): X x Y — R tal que:

1.1 Ve e X\{0},Jy €Y : (z,y) #0.
12 Vye Y\ {0},3z € X : (x,y) #0.
21 VyeY, (Lhy)e (X,n)*yWe(X,n)"\ AyeY: L=(y).
22 Ve e X, (z,) e Y,o) yVle (Y,o),AxeX: (= z,-).

Decimos que 1.1 y 1.2 son propiedades que hacen a (-,-) separar puntos. Las topologias 7 y o se
dirdn compatibles con la dualidad (X,Y,(-,-)) y necesariamente son separadas: dados x1 # 2 en X
se tiene, por 1.1, que existen « € Ry y € Y tales que (x1,y) > o > (x2,y). En virtud de (2.1), se
tiene que z1 € {z | (z,y) > a} € Ty 23 € {z | (x,y) < a} € 7. Andlogamente se prueba que la
topologia o es separada.

Ejemplo 2.2.1 (Espacios en Dualidad). Los siguientes son algunos ejemplos de espacios en duali-
dad:

» X =Y espacios de Hilbert cuya topologia esta inducida por el producto hilbertiano (-,-) que
a su vez resulta ser el producto de dualidad.

» (X [[]]) un evn., YV = (X, 7)" = X, (,-): X X X* — R definido por (z,2") = 2*(z).
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1.1 Se tiene por Hahn-Banach.

1.2 Se tiene pues x* # 0.

2.1 Se tiene por definicién.

2.2 Depende de la topologia en X*:

o Sio = 7).~ entonces 2.2 equivale a que X sea un Banach reflexivo.

o Sio=o0(X* X) es la topologia débil entonces 2.2 se cumple gracias al Teo. 1.3.2.

» Mas generalmente, si X e Y son e.v. y (-,-): X x Y — R una funcion bilineal que separa
puntos, entonces (X,0(X,Y)) v (Y,0(Y,X) son espacios en dualidad, donde o(X,Y) es la
topologia més pequena que hace todos los (-, y) continuos.

En las aplicaciones, practicamente la tnica situacion tutil es el caso de (X, X*,(:,-)) con X
espacio de Banach y (-, -) asociado a las evaluaciones, caso en el que, a modo de resumen, tenemos
que:

1. (X, 7)) es compatible con la dualidad (-, ).

(
2. (X,0(X,X™)) es compatible con la dualidad (-, ).
-

w

X*,0(X*, X) es compatible con la dualidad (-, ).
4. (X*, 7). ) es compatible con la dualidad (-, ) si, y s6lo si, X es reflexivo.

Este caso no es el tinico considerado en este capitulo porque deseamos enfatizar que el anélisis
solo depende de las topologias (débiles) involucradas.

2.3. La conjugada de Fenchel

Sean (X,7) y (Y,0) dos e.v.t.l.c. en dualidad (-,-) y f: X — R una funcién. Vimos que en el
caso en que la dimensioén es finita y la funcién es diferenciable la convexidad puede caracterizarse
via minorantes lineales afines asociados al gradiente de la funcién. En el caso general, decimos que
dado y € Y y a € R la funcion lineal [, (z) = (z,y) — a es una minorante de f si

vmeXﬂ (:E,y>—a§f(:li),

0 equivalentemente

a > sup{(z,y) — f(z)}.

zeX

Definicién 2.3.1 (Fenchel, 1949). La conjugada de Fenchel de f: X — R es la funcion f*: Y — R
definida por

f(y) = sup{{z,y) — f(z)}.

zeX
Observacion 2.3.1. 1. La definicién equivale a
[fy)= sup {{z,y) - f(2)}
z€dom(f)

incluso si dom(f) = 0.
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Figura 2.1: Ejemplo de minorante afin

2. Si dzp € X tal que f(zp) = —oo entonces f* = 4o0.
3. f* es convexa y s.c.i. para cualquier topologia sobre Y compatible con la dualidad (-, ).
4. Se cumple la desigualdad de Young-Fenchel:
Ve e X,VyeY, f(z)+ [ (y) = (z,y).
Interpretaciones

» Geométrica. Dadoy € Y, f*(y) es el menor valor a que se debe restar a (-, y) para que (-, y) —«
sea una minorante lineal afin de f.

» Minimizaciéon. Notemos que f*(0) = — inf x f y que, mas generalmente, — f*(y) = inf ex{f(x)—
(x,y)} es el valor 6ptimo de un problema perturbado linealmente por —(-,y).

= Econémica. Si X es un espacio de bienes , Y es un espacio de precios y f es una funcién de
costos de produccion, entonces (x,y) — f(x) es el beneficio de producir x cuando los precios
estan dados por y y por lo tanto f*(y) es el maximo beneficio asociado al precio y.

Proposicion 2.3.1. 1. Si f < g entonces f* > g*.
2. Si (f;)ier es una familia de funciones de X en R entonces
() =sws v (supsi) <t
el ; icl iel

3. Dado A >0, (Af)*(y) = Af*(%).
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4. Dadoa € R, (f +a)" = f*—a.

5. Dado xg € X, si definimos fzo(x) = f(x —x0) entonces fy (y) = f*(y) + (0, ¥).

6. Si A: X — X es lineal continua y biyectiva, entonces (f o A)* = f*o A* 71,

7. Dado yo € Y, si definimos fy,(x) = f(x) + (x,yo) entonces foo (y) = f*(y —yo)-
Demostracién: Propuesto. O
Ejemplo 2.3.1. Sea f(x) = exp(z) definida sobre R. Se tiene que

- 1(0)=0.

» Siy > 0 entonces f*(y) > t(—y) —exp(t) — oo cuando t — —o0 y, por lo tanto, f*(y) = +oo.

» Si y < 0 entonces f*(y) se obtiene maximizando una funcién céncava diferenciable. Luego
fry) =yhny—y.
Asi,
ylny—y siy>0
[ y) = . ’
400 siy <O0.
Esta se conoce como la funcién de entropia de Boltzmann-Shannon.

Ejemplo 2.3.2. Si ¢: R — R es una funcion convexa y (V,[|-||) es una e.v.n. en dualidad con V*
entonces la conjugada de f: V — R definida por f(v) = ¢(||v]|) esta dada por

@) = @ ([lv*]+)-

En efecto, dado v* € V* se tiene que

fH(v) = sup{{v,v*) — @([lv])}
\%4

ve
v
=sup sup {#(7,0%) = o(t)}
0 o=t * ¢

=sup{t|[v*[[« — ()}
>0

= sup{t[|v*|[. — ()}
teR

=" ([lv*]l+)

donde la dltima igualdad se sigue del hecho que ¢ es par. Un caso de particular importancia es
cuando consideramos p €]1,4+o00[ y ¢(x) = %\x|p. Se tiene que ¢*(y) = %\y|’1 con %—f—% = 1 por lo que
deducimos que si f(v) = %Hv”p entonces f*(v*) = %HU*HZ. En particular, si (V, ||-|) = (ZP(2), ||[lp)
entonces (V*, ||-|l«) = (L4(Q), ||||q)- En consecuencia si

1

E() = —lAlp

p i

entonces

. 1
F*(g9) = 5||g||3-
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Ejercicio 2.3.1. Muestre que si X =Y son espacios de Hilbert y f(z) = %||z|? = (z,z), entonces
f(y) = f*(y). Pruebe también que |22 es la tinica funcién con esta propiedad.

Ejemplo 2.3.3 (Funcion Soporte). Sea K un subconjunto de X y

0 sizeK,
Ok () :{

+oo six ¢ K
su funcion indicatriz. La funcién soporte de K esti definida por

ok (y) =0k (y) = 5161]13<:v,y>-

Los siguientes casos son de interés
1. Si K = {z0} entonces 0,.}(y) = (%0, ¥)-
2. Si(X,[]]]) esunevn.y K={z € X | |z| <1} entonces ox(y) = ||y||«-
3. Si K es un cono entonces ox (y) = dgo(y) donde
K'={yeY| Vze K, (z,y) <0}

es el cono polar de K. Si K es un cono convexo cerrado entonces (K°)? = K y ademas
K={reX|WeY, (z,y) <ox(y)}

R

KO

Figura 2.2: Cono polar en R?

4. Si K es un subespacio vectorial entonces o (y) = 01 (y), donde
Kt={yeY|VzeK, (z,y) =0}

es el subespacio ortogonal a K. Si ademas K es cerrado, (K+)* = K.
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Proposicion 2.3.2. §5i K C X es un conjunto entonces ox es convexa, S.c.i. y positivamente
homogénea. Reciprocamente, cualquier funcion o con estas caracteristicas es la funcion soporte del
conjunto

K={zeX| VWeY, (z,y) <o(y)}

Demostracion: Propuesto. O

Volvamos al caso general de una dualidad (X,Y, (-, -)).

Definicion 2.3.2. A continuaciéon definiremos dos espacios muy importantes en analisis convexo.
» I'(X)={f: X - R| f es supremo de lineales afines continuas }
n (X)) =T(X) \ {&,w} donde W = +00, w = —c0.

Teorema 2.3.1. f € I'g(X) si, y sdlo si, f es conveza, s.c.i. y propia.

Demostracion: Ya hemos demostrado la necesidad. Veamos la suficiencia: sea f convexa, s.c.i. y
propia, de modo que su epigrafo es convexo, cerrado y no vacio. Consideremos (z,7) ¢ epi(f). De
acuerdo con el Teorema de Hahn-Banach, podemos escoger (y,s) € Y x R\ {(0,0)} v o € R tales
que

V(z,A) € epi(f), (z,y) +sr < a < (z,y) + s\

R

Notemos que s > 0 pues de lo contrario, tomando z¢ € dom(f) y A > f(zo) suficientemente
grande, contradeciriamos la desigualdad. Basta, entonces, distinguir dos casos:

1. x € dom(f). Tomando A = f(x) obtenemos que
(z,y) + 57 <a < (r,y) +5f(z)

y, en consecuencia, s(f(x) —r) > 0 lo que implica que s > 0 y que el hiperplano separador no
es vertical. En particular tenemos que Vz € dom(f) se cumple que

(x,%>+r<%§ (z,%)—l—f(z)

y definiendo £(z) := (2, —%) 4+ < se tiene que f > Ly f(x) > {(x) > r.
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2. x ¢ dom(f). Si s > 0 podemos razonar como en 1. El problema es que ahora no podemos
asegurar que s # (. Estudiemos este caso: Si s = 0 6, el hiperplano es vertical y se tiene que

V(z,A) € epi(f), (z,y) <a < (zy).
Razonando como antes (pues dom(f) # ¢) se tiene que existe £ € (X, 7)* tal que
Vze X, f(z) > 4(z).
Asi, Vk > 1, Vz € X se tiene que
F(2) 2 6(=) = €(2) + ha — (2,1)

y
Ux) + k(a— (z,y)) = +o0

cuando k — +o0.

Hemos demostrado que Vx € X,Vr < f(x),3¢ € (X,7)*: f > £, f(x) > £(z) > r, lo que implica
que f eT(X)y f>—0c0y f# +00 pues es propia. O]

Notemos que dado f: X — R se tiene que f* € I'(X).
Definicién 2.3.3. Dada f: X — R definimos la biconjugada f**: X — R mediante

[ () = sup{{z,y) — f*(v)}.

yey
Notemos que f** € T'(X) y se tiene que f** < f por la Desigualdad de Young-Fenchel.
Proposicién 2.3.3. Dada f: X — R se tiene que
[ (@) = sup{g(z) | g e T(X), g < [}

de modo que f** es la mayor funcion en T'(X) que minora a f, por lo que habitualmente de llama
I'-regularizada de f. En particular,

fel(X) ssi f=f"™
Demostracién: El conjunto I'(X) es estable bajo supremos, luego
h =sup{g(z) | g € T(X), g < f} € T(X)

y, por lo discutido anteriormente, f** < h. Sea g € I'(X) con g < f, luego g* > f* y en consecuencia
g** < f**. De la arbitrariedad de g € T'(X), basta probar que g** = g. Como g € I'(X) existe una
familia {¢;};c; de funciones lineales afines continuas tales que

g =sup¥;.
De la dualidad, podemos encontrar (y;,r;) € Y x R tales que ¢;(x) = (x,y;) — r; de modo que
* T si Yi=1Y,
Gy) = { ' . '
+00 Sl no.

Como g > {; se tiene que Vi € I,Vz € X, g™ (x) > £7"(x) = (z,y:) — i = {i(x). Luego, g** >
sup;er ¢i = g lo que implica que ¢** = g. -
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Observaciéon 2.3.2. 1. Si f denota la regularizada s.c.i. de f: X — R, entonces

2.4.

<<y

Si f es convexa entonces f también lo es (pues epi(f) = epi(f) y la adherencia de un convexo
es convexa) pero no necesariamente se tiene que f** = f. En general, las tnicas funciones
f: X — R convexas y s.c.i. que alcanzan el valor —oo son de la forma

- xe(C,
fle) = {-l—oo x ¢ C,

con C' un convexo cerrado. Si C' # X se tiene que f = f > f* = —oco y f # f** pese a que
f es convexa y s.c.i. A modo de resumen, si f es una funcién convexa, entonces f = f** si, y
sblo si, o bien f admite una minorante lineal afin continua, o su regularizada s.c.i. es w. Hay
veces en las cuales f es convexa pese a que f no lo es (este es el caso en algunos problemas
de calculo de variaciones).

f J—

. Como w¥ = 400 =Wy y Wy = —00 = Wy, hemos probado que la transformacion *: I'y(X) —

I'p(Y) es uno a uno. De hecho, su inversa es *: I'o(Y) — T'o(X). La operacién * se conoce
como transformada de Legendre-Fenchel.

El subdiferencial

En anélisis, la herramienta fundamental para obtener condiciones necesarias de optimalidad

es la

célebre Regla de Fermat, que en el caso diferenciable, dice que la derivada se anula en un

punto de minimo o de méximo local. Esto significa que la recta tangente al grafo de la funcién
diferenciable f: R — R que pasa por (zg, f(z0)) tiene pendiente 0 si zy es un punto extremo (minimo
o maximo local). Generalizada apropiadamente, esta regla es valida en diversos contextos, que van
desde programacion matematica, calculo de variaciones (Ecuacion de Euler-Lagrange) hasta control
optimo. Daremos una version de esta regla en el caso convexo sin hipotesis de diferenciabilidad (en
muchas aplicaciones, la funcién objetivo no es diferenciable).

R

Por otra parte, el calculo diferencial es una herramiente muy flexible en analisis, que necesita de
la nocion de derivada (méas generalmente, de gradiente). Cuando la diferenciabilidad en el sentido
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clasico falla, es natural preguntarse si es posible extender la nocién de derivada de modo de recupe-
rar al menos algunas de sus propiedades. Un ejemplo de esta situacion es la teoria de distribuciones,
donde la propiedad que se pretende preservar es la regla de integraciéon por partes.

Todo lo anterior nos motiva a estudiar una nocién de diferenciacién en el caso convexo orientada a
la resolucién de problemas de minimizacion.

Consideremos espacios (X, 7) y (Y, o) compatibles con la dualidad (-,-) y una funcion f € I'o(X)
de modo que

fxzo) = f7(wo) = sup{(z,y) — f*(y)}.

yey
Supongamos que el supremo se alcanza en yg € Y y que es finito, es decir

f(@o) = (w0, y0) — f*(yo) € R.
Por otra parte, sabemos que Vx € X,
f(@) = (@, y0) = f*(yo) = (z — @0, y0) — [ (20),

lo que equivale a decir que la funcion lineal afin continua ¢(z) := (z — xo,y0) — f*(z¢) es una
minorante de f que coincide con f en xg. En general, no basta que f(xg) € R para que esto ocurra.
En efecto, basta considerar

+0o0 si no

f() = {—\/5 six >0,

que esté en I'g(R), es finita en 0 y no admite minorantes afines que pasen por (0,0).

L

Figura 2.3: Epigrafo de la funcion f(z) = —/x.

Definiciéon 2.4.1. Sean f: X — R una funcién convexa! y zo € X. Diremos que y € Y es un
subgradiente de f en xq si
Vr € X’ f(.Io) + <l’ - 330,3/> < f(.f)

El conjunto de subgradientes se denota df (o) y se llama subdiferencial de f en zg. Si Of(xg) # 0
decimos que f es subdiferenciable en x.

La definicién tiene sentido para funciones méas generales y algunas propiedades se mantienen. Sin embargo, en
este curso consideraremos sélo funciones convexas.
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Ejemplo 2.4.1. Si f(z) = |z|, x € R, entonces f(0) = [—1,1].

R

L

Figura 2.4: Epigrafo de la funcion f(z) = |z|.

Ejemplo 2.4.2. Algunos casos patologicos:

1. Si f(xg) = —oco entonces df(xp) =Y.

2. Si f(zg) = 400 entonces

0 si dom(f) # 0,
Y sif=+4o0.

Af (z0) = {

Proposicion 2.4.1. Sean f: X — RU {400} propia y x € dom(f). Las siguientes afirmaciones
son equivlentes:

(i) y € 0f(x).
(ii) f(z)+ f(y) < (,y).
(iii) f(z)+ f*(y) = (z,y).
Mas aun, si f € To(X) entonces se cumple la formula de reciprocidad de Legendre:
y € 0f(x) si, y solo si, z € df(y).

Demostracién: » (i) = (i1) Dado z € X se tiene que f(z) + (z — z,y) < f(2) lo que equivale a
f(@) + (5,9) — F(2) < (@) de donde concluimos que f(z) + f*(y) < (y, ).

» (ii) = (i4i) Evidente de la Desigualdad de Young-Fenchel.

» (i47) = (i) Lo hicimos cuando supusimos que el supremo del calculo de f** se alcanzaba en y.

Finalmente, la condicion x € 9f*(y) equivale a f*(y) + f**(x) = (x,y). Como f € T'x(X) se
tiene que f(x) = f**(z) lo que concluye la demostracion. O
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Sean 2 C R™ un abierto convexo no vacio y f:  — R una funcién convexa tal que Vf: Q —
U C R"™ es un homeomorfismo. Supongamos que existe un par (z,y) tal que y € U y x € 9f*(y).
De la caracterizaciéon anterior, x maximiza la funcién coéoncava diferenciable z — (z,y) — f(2) vy,
en consecuencia, y — Vf(z) = 0 de donde concluimos que = = (Vf)~(y) € Q y definiendo la
transformada de Legendre por

9@) = (VN W),y — F(VH) ),
se tiene que
[ (y) =9(y).

Bajo hipotesis apropiadas de diferenciabilidad, es posible verificar sin la hipdtesis de convexidad
que y = Vf(z) equivale a x = Vg(y). Si ademas suponemos convexidad, hemos probado que la
transformada de Legendre coincide con la conjugada de Fenchel.

Proposicion 2.4.2. Si f: X — RU {400} es propia entonces Of(x) es un convexo cerrado de Y
(eventualmente vacio).

Demostraciéon: Tenemos que

Of(@) ={y €Y | f(x) + " (y) < (@, 9)} =T_y) (/" — (2, ).

Aqui ' denota el conjunto de subnivel inferior. Como f* — (x,-) es convexa y o(Y, X)-s.c.i. se sigue
el resultado. O

En lo que sigue, (X, ||-||) es un espacio de Banach en dualidad con X* y denotaremos indistin-
tamente z*(x), (z*,x) o (z,z*).

Teorema 2.4.1. Sean f: X — R conveza y v € X tales que f(xg) € R y f es continua en xg.
Entonces 0f (xo) # 0 y es compacto para la topologia débil-* o(X*, X).

Demostracién: Como f es convexa y continua en xg, epi(f) es un convexo de interior no vacio.
En particular, (zg, f(z¢)) no pertenece al convexo int(epi(f)) y, por el Teorema de Hahn-Banach,
podemos separar (no estrictamente) tal punto de tal convexo mediante un hiperplano cerrado. Es
facil ver que la "pendiente"de este hiperplano resulta ser un subgradiente de f en zg. En particular
f no puede tomar el valor —oo y como dom(f) # ) se tiene que ademés f es propia.

Como Of(xp) es convexo cerrado en X*, para la compacidad basta verificar que es acotado para
||I||«. Por ser f localmente Lipschitz en xq, existen ¢ > 0y L > 0 tales que

|2 —zol| <& = |f(z) = f(zo)| < Lz — xo-
Luego, si z* € df(x) tenemos que para todo x € X con ||z — zg|| < € se tiene que
f(@o) + (2%, 2 — wo) < f(x) < f(zo) + Lllx — zo|

de donde concluimos que Vx € B(zg,¢), (¥, z—x0) < L||lx—x¢|| y que, por lo tanto, ||z*||. < L. O



2.4. EL SUBDIFERENCIAL 53

Teorema 2.4.2 (Regla de Fermat I). Sea f: X — R U {+oo} una funcion convexa y propia.
Consideremos

(P) iuff.

Entonces, xg es una solucion de (P) (es decir, xg € argminy f) si, y sélo si, 0 € 0f(xg). Si ademds
f eTo(X), entonces

argm}nf = af*(0)
el cual es un convexo cerrado y acotado si f* es finita y continua en 0.
Demostracion: La condicion f(xg) + f*(0) = 0 equivale a infx f = —f*(0) = f(x0). O

Proposicion 2.4.3. Sea f: X — RU{+o0} conveza y propia. Sean xo € dom(f) yd € X. Entonces
la derivada direccional en xg segin d estd definida en R mediante

’ t—0+ t >0 t '

f(onCi)*f(xo)

Demostracién: Sea q(t) = . Consideremos 0 < ¢t < s y veamos que ¢(t) < ¢(s).

Notemos que

To +td = E(mo + Sd) + (1 — t> X0,
S S
de modo que por convexidad
t t
flxzg+td) < ;f(xo + sd) + (1 — 3) f(xo)
y se tiene que

f(zo+td) — f(xo) < f(zo+ sd) — f(xo)

t - S

O

Proposicion 2.4.4. Bajo las condiciones de la proposicion anterior, f'(xo;-) es una funcion subli-
neal y se tiene que

Of(xo) ={a" € X" |Vd € X, (2",d) < f'(wo;d)} = O[f'(wo;-)(0).
Demostracion: Verifiquemos la sublinealidad:
(i) f'(z0;0) = 0.

(ii) Sea A > 0, luego

ooy e (@0 HEAD) — fzo) A (e
F(wos Ad) = tl_1>r(1)a+ t N )\tl—l>%1+ At = M (0:d).
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(iii) Dados dy,ds € X verifiquemos que f'(xo;d1 + d2) < f'(z0;d1) + f'(x0;d2). Para ello, basta
probar la convexidad de f’(zq;-) pues f'(xo;di +d2) = 2f'(xo; %dl + %dg). Sea « €]0, 1], luego

Flxo;ady + (1 — a)dy) = t£%1+ f(zo + tad; + t(i —a)da) — f(xo)

< 0l S (o tdr) — f(20)) + (w0 + tds) — f(w0)
= af'(xo; dl) + (1 - a)f’(aco; dg).

Finalmente,

z* € 0f (wo) & f(zo) + (%, y —x0) < f(y), Vy € X
< f(zo) + (2", td) < f(xg+td), Vd € X, ¥Vt >0
&z, d) < f'(z0;d), Vd € X.

O

Proposicion 2.4.5. Sean (X,|]|) un e.v.n. y f € To(X). Tomemos z¢g € X y supongamos que f
es finita y continua en xg. Entonces

fl(oyd) = sup (2%, d) = 0g(z)(d).
z*€0f(xo)

Demostracién: Ya vimos que f'(20;d) > Supg«cof(s)(**, d). Para probar la igualdad observemos
que f’(xo;-) es convexa y continua. En efecto, tenemos que df (zg) # () y en consecuencia f’(zo;d) €
R, Vd € X. Luego basta probar que f’(z¢;-) es continua en 0, lo que resulta de

fl(xo;d) < fxo+d) — flwg) <M

para algin M > 0y para todo d en alguna bola centrada en 0. De lo anterior, f'(zo;-) = [f(z0o; -)]**.
Ademaés

[f'(wo; )" (2") = sup{(z”, d) — f'(zo; d)}

deX

_ {O si x* € df(xo),

+00  sino
= 09 f(x0) (")

Finalmente,

(o3 d) = sup {(a",d) - (@03 )" (")} = 63 (00) (D) = 0 (20) (D)

O

Corolario 2.4.1. Sean (X, |[|]|) un e.v.n. y f € T'o(X). Si xg € dom(f) es tal que f es continua en
xo y 0f(xo) = {xf} entonces f es Gateauz-diferenciable en xo y V f(xo) = xf.
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Demostracion: Se tiene que

f(wo;d) = sup  (2%,d) = (x5,d)
z*€0f (o)

es una funcion lineal y continua. O

Corolario 2.4.2. Si f € I'o(R") y xp € dom(f) es tal que f es continua en xo y 0f(xg) = {z*},
entonces f es Fréchet-diferenciable en xg.

Demostracion: Basta probar que

<0.

i sup fy) = f(xo) — (2", y — x0)
Yy—xo ”y - 1'0”

Sea L € R este limite superior y tomemos y;, — xg, tal que

fyk) — f(x0) — (=", yx — o)

lim = L.
k=00 gk — ol
Por compacidad podemos suponer que dj := ”g’]z:ig” — d con ||d|| = 1. Como f es localmente

Lipschitz en torno a xg, tenemos que

f(wo + lyx — wolldx) — f(wo + |[yx — xol|d)
lyx — o]

—0

y en consecuencia

I — lm J(xo + [lyx — xolld) — f(z0) — (2%, yx — x0)
k—00 lyk — zo|

= f'(xo;d) — (z*,d) = 0.
O

Observacion 2.4.1. Notemos que si f € I'g(X) es Gateaux-diferenciable en z¢ € dom(f), entonces
f'(@o; d) = (Vf(x0),d). Asi,

Of (o) = {a" € X* | («",d) <(V[(x0),d), Vd € X} ={V[(z0)}.

Proposicion 2.4.6. Sea U C X un abierto convexo y f: U — R una funcion Gateauz-diferenciable
(en U). Son equivalentes:

(i) [ es convexa sobre U.
(i) Yo,y € U, f(y) = f(z) +(Vf(x),y — x).
(ZZZ) Vm,y ev, <Vf(fL') - Vf(y),x - y> > 0.

Demostracién: Propuesto. O
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Observacion 2.4.2. Notemos que, en general, si f: X — RU {400} es propia, entonces 0f: X —
2X tiene la siguiente propiedad: si x,y,z*,y* son tales que z* € 9f(z) e y* € df(y), entonces

(" —y*,z—y) > 0.

Las funciones del tipo A: X — 2Y suelen llamarse multiaplicaciones y muchas veces son denotadas
por A: X = Y. Cuando una multiaplicacién tiene la propiedad anterior, decimos que es mondtona.
Més atin, si definimos el grafo de una multiaplicacién como el siguiente conjunto

Gr(A) ={(z,z") e X xY: 2" € A(x)},

entonces diremos que la multiaplicacién mondétona es maximal si su grafo no esté estrictamente
contenido en el grafo de otra multiaplicacién mondtona.

Luego, es natural preguntarse si el subdiferencial de una funcién en la clase I'g(X) es un operador
maximal monétono. La respuesta es afirmativa al menos en el caso que X es un espacio de Banach y
su demostracion esta estrechamente relacionada con el Principio Variacional de Ekeland. Existe una
demostraciéon mas sencilla en el caso que X es un espacio de Hilbert que basa en el Teorema de Minty
y en la regularizada de Moreau-Yosida; ver | , Capitulo 21] y ejercicio (2.7), respectivamente.

Otra pregunta interesante que surge de lo anterior es saber si todo operador maximal mon6tono
corresponde al subdiferencial de una funcién en la clase I'g(X). La respuesta en este caso es negativa,
sin embargo existe una subclase de operadores maximales monétonos que responden afirmativamente
a esta pregunta; ver ejercicio (2.12).

Para terminar la secciéon estudiaremos algunas propiedades elementales del calculo subdiferencial.
Ejercicio 2.4.1. » Sean f: X = Ry A > 0. Entonces Vz € X, d(\f)(x) = \of(z).
= Sean fi, fo: X — R. Entonces Vo € X, df1(x) + 0f2(z) C A(f1 + f2)(z).

Proposicion 2.4.7 (Teorema de Moreau-Rockafellar). Si f1, fo € To(X) y f1 es continua en algin
xo € dom(f1) Ndom(f2), entonces

Vo € X, 0fi(x) + 0f2(x) = O(f1 + f2) ().

Demostraciéon: En virtud del ejercicio anterior, probaremos sélo la contencion (2). Sean z, z* tales
que z* € 9(f1 + f2)(z). Tenemos que

Vy e X, fi(y) + fo(y) = (&% y — ) + fi(z) + fo().
Introduzcamos los siguientes conjuntos convexos

Cr:={(y,\) e X xR | f1
Co:={(y,A\) € X xR| f

(z%y —x) < A},

fa(y) = A}

Ademas, (y, ) € C1NCy equivale a f1(y)+ fa(y) = (x*, y —x) + fi(x) + fa(z). Pero C; = epi(g) con
g= f1—(z*,-) € To(X) continua en xg. Luego, int(C1) = {(y,\) € X xR | g(y) < A} # 0 y ademas
int(C1) N Cy = 0. Podemos separar int(C}) de Cy mediante un hiperplano cerrado que ademés es

no vertical (verificar), y en consecuencia es el grafo de una funcion lineal afin ¢(y) = (—z3,y) + «
para x5 € X* y a € R. Podemos escribir la separaciéon como

Vy € X, fa(z) — fa(y) < (—23,9) + a < fily) — (2", y — x) — f(=).

Y
x

(y) =
(z) =
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Tomando y = x deducimos que o = (x5, z) y en consecuencia
Vye X filz)+ (-2 + 2%y —x) < fiy)
lo que implica que —z% + x* € df1(x) y anidlogamente

Vy e X1 fo(x) + (23,y — z) < fa(y)

y concluimos que x3 € 0 f2(x). Definiendo x} = z* — x4 se tiene que x} € 0fi(z) y 27 + x5 = 2* lo
que concluye la demostracion. O

Consideremos una funcion f € I'o(X) y un convexo cerrado no-vacio C'. Supongamos que existe
xg € int(C) tal que f es finita en xy. Consideremos el problema de optimizacion

(P)  inf f(z),

zeC

que equivale a
inf {f(@) + Go(2)},

De la Regla de Fermat se sigue que x* es solucion de (P) siy solo si 0 € 9(f + d¢)(z*) lo que, de
acuerdo con el Teorema de Moreau-Rockafellar, equivale a

0€ df(z") + doc(x™).

y definiendo el Cono Normal a C en x € X por Ng(x) := ddc(x) podemos reescribir la condicion
de optimalidad como
0 € 0f(z*) + Nc(z¥).

Ademas, dado x € C, se tiene que

Ne(z)={yeY |Vue X, dc(z) + (u—z,y) <dc(u)}
={yeY |Vuel, (u—uzy) <0}

Luego, x* € C es solucion de (P) si, y solo si, existe ¢ € df(x*) tal que
Yu € C, (u—z*1) >0,
y hemos establecido el siguiente:

Teorema 2.4.3 (Regla de Fermat II). Sea f € T'o(X) y C un convexo cerrado no vacio y supon-
gamos que eziste xg € int(C) tal que f es finita en xy. Entonces, x* € C' es solucion de

inf
n f
st, y solo si, 0 € Of (z*) + Ne(z*) lo que equivale a que exista p € Of (x*) tal que
(C) YueC, (u—z",p)>0.

Observacion 2.4.3. La condicién de optimalidad anterior es llamada Desigualdad Variacional de
C y Jf. Sin embargo, el concepto de desigualdad variacional es un poco méas general y aparece en
diversos contextos.
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Ejercicio 2.4.2. Obtenga la condiciéon de optimalidad para el problema
inf 0
Inf {f(2) + dc(2)}
cuando se satisfacen las hipotesis de la proposiscion anterior y f es diferenciable.

Proposicion 2.4.8. Sean X,Y dos espacios de Banach en dualidad con X*,Y™ respectivamente.
SiA: X =Y es una funcion lineal continua y f € To(Y') entonces foA € T'o(X) y si f es continua
en algun yo € dom(f) entonces

O(f o A)(z) = A"0f(Ax),
donde A* denota el adjunto de A.

Demostracion: Sea y* € 0f(Ax). Por definicion,
Vy Y, f(Az) +(y",y — Az) < f(y)

y, en particular,

Ve e X, f(Azx) + (y*, A(z — x)) < f(Az).

Esto equivale a
Vze X, (fod)(x)+ (A" z—x) < (foA)z)

y se tiene que A*y* € I(f o A)(z). Asi, A*0f(Ax) C I(f o A)(x).
Reciprocamente, sea z* € 9(f o A)(x), luego
Vze X, f(Az) + (2", z —x) < f(Az).
Definimos
S:={(Az, f(Az)+ (z",z—z) ¢ Y xR |z € X}
que resulta ser un hiperplano cerrado de Y x R. Notemos que (y,\) € S Nepi(f) si, y solo si,

dzeX: Az=vy, f(Az)+ (2", z—z) = f(Az) = A\

Como f es convexa y continua en yo € Y, tenemos que int(epi(f)) # ) y obviamente SNint(epi(f)) =
(). En consecuencia, podemos separar S de int(epi(f)) mediante un hiperplano cerrado que resulta
ser no vertical y, por lo tanto, el grafo de una funcion lineal afin ¢(y) = (y*,y) + a con y* € Y y
a € R. La separaciéon implica que

Vae X, f(A)+ ("2 —2) < (", A2) + o < f(A2)
de donde a = f(Ax) — (y*, Az) y asi l(y) = (y*,y — Az) + f(Ax). Por lo tanto

Yy eY, f(Az)+ (y*,y — Az) < f(y)

Vze X, (2%, z—z) < (A%y*, z — z)
condiciones que implican que y* € Of(Az) y a* = A*y* € A*0f(Ax). Luego O(f o A)(x) C
A*Of(Ax).
O
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2.5. Problemas

Problema 2.1. En lo que sigue, X es un e.v.n. y todas las funciones estan en I'g(X). Siguiendo la
Definicién 1.2.5, denotamos por f. la funcién de recesion de f.

(a) Para todo d € X y cualquier x € dom(f), se tiene que

Fold) = 1 LTI~ @) S ttd) - f(@)

t—00 t t>0 t

(b) Pruebe que (sup fi)oo — sup {(fi)oe}

i€l i€l

(c) Consideremos un subconjunto convexo, cerrado y no-vacio S de X. Definimos C' = { s €
S| filx) <0Viel}. Demuestre que Coo ={ d € Sx | (fi)oo(d) <O0Vie I }.

(d) Para todo A > inf f, se tiene que [ Tx(f) ], ={d € X | fx(d) <0 }.

(e) Si f es inf-compacta, entonces foo(d) > 0 para todo d # 0 (compare con el Teorema 1.2.2).

Problema 2.2 (x). Sea X un e.v.n. en dualidad con X*, y f € T'o(X). Pruebe que las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

(a) f es coerciva,

(¢) 0 € int(dom(f*));

La equivalencia entre (a) y (c) se conoce como Teorema de Moreau. Muestre ademas que si f es
coerciva, entonces |,y 0f(x) es una vecindad del origen.

Problema 2.3. Sea (H, (-,-)) un espacio de Hilbert en dualidad con H* (que identificamos con H).

(a) Sea f(z) = 3||lz||*. Verifique que f*(2*) = 3[lz*|? de modo que f = f*. Mas atin, demuestre

que f es la tnica funcion en I'g(H) con esta propiedad.

(b) Sean f € T'g(H) y S C H un s.e.v. cerrado. Muestre que si existe zg € S tal que f(zp) < 400,
entonces f + dg € I'g(H) y se tiene

(f+0s)" = (foPs) o Psg,
donde Ps: H — H es la proyeccién ortogonal sobre S.

(¢) Supongamos que f(z) = 3(Az,z), con A: H — H un operador lineal continuo autoadjunto y
semi-definido positivo. Pruebe que

%(:1;*,@ si 2* € ImA + S*, con (Pso Ao Ps)(x) = x*,

00 si no.

+

(f +05)"(27) = {
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Problema 2.4 (x). Sea 8" el conjunto de matrices simétricas de orden n. Dotamos a S™ de el
producto escalar (A, B) = tr(AB). Considere la funcion f : 8™ — R™ dada por

1t
— tr
n2

FA) = AIP (A,

(a) Pruebe que f es convexa sobre S™.
(b) Muestre que dom f* = {S € §" : tr(S) =0} y calcule f*.

Problema 2.5. Sea (X,Y, (-, -)) una dualidad entre e.v.t.1.c. Dadas dos funciones convexas f,g: X —
R, se define la inf-convolucion de f y g mediante

(fO9)(x) := mf{f(z1) + g(x2) | 21 + 22 = x}.
(a) Pruebe que fOg es convexa, con dom(fOg) = dom(f) + dom(g).
(b) Sea y € Y, muestre que (f0g)*(y) = f*(y) + 9" ().

(¢) Pruebe que si Z; € dom(f) y o € dom(g) son tales que (fOg)(Z1 + T2) = f(Z1) + g(T2),
entonces O(f0g)(Z1 + T2) = 0f(Z1) N Og(Z2).

(d) (Efecto Regularizante) Suponga que Z; son los considerados en la parte anterior. Asumiendo
que fOg es subdiferenciable en £ = 1 + T2, muestre que fOg es Gateaux-diferenciable en Z
si g lo es en o con

V(fOg)(z) = Vg(z2).

Muestre que si ademas (X, ||-||) es un e.v.n. y g es Fréchet-diferenciable en Zy, entonces fOg
es Fréchet-diferenciable en Z.

Problema 2.6 (). Sea f : R™ — R convexa. Diremos que f es J—fuertemente convexa si y solo si
para todo x,y € R", X € (0,1)

1
SPA =Nz = y[* + fOa + (1= Ny) <Af(2) + (1= N (y)
(a) Pruebe que las siguientes son equivalentes:
(a.1) f es B—fuertemente convexa
(12) 1) + {a*y — ) + 2y — 2| < f(9), para todo a* € Of(x), y € B
(a.3) Bllz —yl* < (z* —y*,x —y), para todo z* € df(z), y* € Of(y).
(b) Pruebe que f es S—fuertemente convexa si y solo si dom f* = R”, que f* es diferenciable y
que V f* es Lipschitz de constante %
Indicacién: para la demostrar (<) muestre que

Fy) > f(x) + sup {<y—z,y*>—1||x*—y*u?}

y* cRn QB
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Problema 2.7 (Regularizada de Moreau-Yosida). Sea H un espacio de Hilberty f : H — RU{+00}
una funcién convexa, s.c.i. y propia. La Regularizada Moreau-Yoshida de parametro A > 0 es la
funcion fy : H — R definida mediante

fa(z) = inf {f(x) + %Hz _ wHQ} '

reH
(a) Pruebe que f) es convexa, finita, y que el infimo es alcanzado en un tnico punto.
(b) Deduzca que para todo z € H existe un unico z € H tal que z € x + X\df(x).
(c) Pruebe que fy es Gateaux-diferenciable con V fy = 3 (I — J)).

La propiedad (b) permite definir la aplicacion Jy = (I +A9f)~': H — H.

(d) Pruebe que df es mondtono: z* € df(x),y* € f(y) = (y* —z*,y —x) > 0.
(e) Deduzca que Jy es una contraccion: ||Jx(z1) — Ja(z2)|| < ||z1 — 22|
(f) A partir de la desigualdad f(Jx(2)) + 55 [[Jx(2) — 2[|* < f(2), pruebe que para A | 0 se tiene

(f.1) [|Jx(2)| se mantiene acotado,
(f.2) ||Jr(2) — z|| tiende a cero,

(£.3) fa(z) converge monotonamente a f(z).

Jy se llama resolvente y (I — Jy) es la regularizada Yoshida de 0f. Usando (c) y (e) se sigue
que fy es Fréchet-diferenciable con gradiente Lipschitziano.

Problema 2.8 (k). Sea X un e.v.n. y f € I'g(X). Decimos que f es

1. Esencialmente suave si int(dom f) # () y df(x) es un singleton para todo x € dom df.

2. Esencialmente convexa estrictasi f es estric. convexa en cada subconjunto convexo de dom Jf.

(a) Pruebe que 0f(z) es un singleton en su dominio ssi f* es estrictamente convexa en segmentos
de ran df. Concluya que f es esencialmente suave ssi f* es esencialmente convexa estricta.

(b) Sean f,g € T'o(X) con int(dom f*)Nint(dom g*) # 0. Muestre que si f es esencialmente suave
entonces lo mismo ocurre para la inf-convolucién fOg.

(c¢) Pruebe que si f es esencialmente suave, entonces int(dom f) # 0 y |V f(zn)|| — 400 para
toda sucesion {zy}, C int(dom f) que converge a un punto z en la frontera de dom f.

Problema 2.9 (k). (Funcion distancia).
Considere que X es un espacio de Hilbert y considere C' C X un convexo, cerrado y no vacio.

(a) Muestre que disto(z) = méx {(z*,z) — sup(z*,y)}, Vo € X.
[la* ][« <1 yeC

(b) Caracterize los elementos de ddistc(x), Vo € X.
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Problema 2.10. (Valor propio maximal). Considere (S, (-, -)) como en el problema 2.4. Considere
Amsx: S™ — R la aplicacion valor propio maximo.
(a) Demuestre que la funcion Ay es una funcion convexa.
Indicacion: Pruebe que Apax(A) = sup v! Av.
llvl=1

(b) Demuestre que la conjugada de A\psx esta dada por

max -

. (A*)—{O siA*e Sty tr(4AY) =1

+00  en caso contrario.

(c) Demuestre que el subdiferencial de A4« estd dado por

Mmax(A) = cofvv ! : [[v]]2 = 1, Av = Anax(A)v}

(d) Demuestre que
(d.1) OAmax(0) = {S € St tx(S) =1}

(d.2) La derivada direccional de Apzx en A € 8™ en la direccion D € 8™ viene dada por

! a(A; D) = Apax (VT DV),

max

con V tal que sus columnas forman una base ortonormal del espacio propio asociado a

Amax (4).

Problema 2.11 (Subgradiente aproximado). Sea f€T's(X) con (X, ] -||) espacio de Banach. Para
€ >0 definimos el e-subdiferencial de f en u € X como el conjunto O, f (u) formado por los funcionales
u* € X* que satisfacen

fu) —e+ (u*,v —u) < f(v) paratodov € X.
(a) Pruebe que O f(u) es convexo, cerrado y no-vacio.
(b) Seau* € J.f(u). Pruebe que existe v € X y v* € 9f(v) tal que ||[v—ul| < /ey |[v*—u*| < Ve

(c¢) Deduzca que dom(0f) es denso en dom(f). Este resultado es conocido como el Teorema de
Brondsted-Rockafellar

Suponga que m = inf,cx f(u) > —oo y sea € > 0.
(d) Pruebe que u es un e-minimo (i.e. f(u) < m+¢) si, y solo si, 0 € O f (u).
(e) Deduzca la existencia de una sucesion vy € X y v € 0f(vx) tal que f(vg) = my |lvf|l« = 0.

(f) Sedice que f satisface la condicion de Palais-Smale si toda sucesion vy, que satisface d(0, 9 f (vi)) —
0 con f(vg) acotada, es relativamente compacta para la topologia débil. Deduzca que si f es
acotada inferiormente y satisface la condicién de Palais-Smale, entonces el minimo de f es
alcanzado.
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Problema 2.12 (x). (Operadores maximales mono6tonos y funciones convexas).
Sea X un espacio de Banach en dualidad con X*

(a) (Teorema de integracion de Rockafellar). Diremos que un operador T': X = X es ciclicamente
mondtono si para todo n € N, {(z;, )}, C Gr(T), se tiene:

n

*
E (Xig1 — x4,y <0 CoN Ty = Xo.
=0

En particular, tomando n = 1 se tiene que 7' es monétono.

Sea X un espacio de Banach, si T : X == X* es maximal y ciclicamente monétono, con
domT # 0, sea xj € T'(z), pruebe que 3f € I'y(X) tal que f(zg) =0y T = 9f.

Indicacion: considere

f(z) :=sup {Z(xf,xiﬂ —xi): Tpg1 =, x; € T(x;) Vi =0, ,n} .

=0

(b) Sea T': X = X un operador maximal monétono. Muestre que Nyom7(2) = (T'(2))s0, para
todo € domT'. En particular, muestre que si f € I'g(X) entonces:

(b.1) Ngom ¢(z) = (0f(x))so, para todo x € domJf.
(b.2) int(dom f) #0 y x € domdf \ int(dom f) entonces df(z) es no acotado.

Problema 2.13. Sea X un espacio de Banach y sea f una funcion localmente Lipschitz en z € X.
Definimos la Derivada Direccional Generalizada de f en x en la direcciéon v mediante

PO@v)=lim sp YT W)
’ y—x,t—0+ t

(a) Muestre que v + fO(x;v) es finita, positivamente homogénea, y subaditiva en X. Pruebe
ademas que
0
|f7(@s0)] < Kol

(b) Muestre que f°(x;v) es s.c.s como funcion de (x,v) y que, como funcién sélo de v, es Lipschitz-
continua de constante K.

(c) Definimos el conjunto de Subgradientes Generalizados mediante
Of(@) ={y € X" | fOa;v) 2 (y.v), Wve X},
Muestre que Of (z) es no-vacio y convexo. Pruebe que ||y|l. < K, Vy € Of ().

(d) Pruebe quesi f es ademés Gateaux-diferenciable, entonces V f(z) € df(z). Muestre que df (x)
puede contener otros puntos ademas de V f(x).

(e) Pruebe que si f es convexa, entonces of () coincide con el subdiferencial estudiado a lo largo
del capitulo (que se conoce usualmente como el subdiferencial de Anélisis Convexo.)
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Problema 2.14 (k). (Férmula de Lax-Oleinik). Sean f,6 € I'o(R"™) con 6(-) finita y diferenciable
en todo R", tal que

0(y) _
lyll—oo [y
Consideremos la ecuacién de Hamilton-Jacobi
ou % n
a(t,x)+0 (Vyu(t,z)) =0 xeR"t>0,
u(0,2) = f(x) r e R™

Consideremos ¢(t, z,y) = f(z —y) + t0 (%) + 0(—00,0](t), se desea probar que

inf o(t,, it>0
ygﬁﬂ( T,y) si
ult, ) = § f(z) sit=0

+00 sit<O0
es una solucién de la ecuacién anterior. Para ello se propone el siguiente esquema:

(a) Pruebe que ¢ es convexa. Deduzca que u es convexa y continua en [0, co] x R™.

(b) Pruebe que el 6ptimo en la definicion de u(t, z) es alcanzado en un tnico punto §y = y(t,z), y
que se tiene
(t*,2%) € Qu(t,z) < (t*,2%,0) € Op(t,z, 7).
(c) Calcule ¢* en términos de f* y 0*.
(d) Deduzca que (t*,2*) € du(t, x) si, y solo si, se tienen las condiciones siguientes:
(1) t*+60*(z*) =0;
(i) =" € 0f(x —y); ¥
(13i) x* = Vl(y/t).

e) Concluya que u(-,-) es diferenciable en todo punto (¢, z) € (0,00) x R"™ y satisface
(e) y y

Ju . B
a(t,x) + 0" (Vyu(t,z)) = 0.

Finalmente, considere la ecuacion

) 1
Tt 2) + SIVout,o)” = 0 zeR"L>0,

ot
u(0,2) = f(x) reR™

(f) Encuentre la formula explicita para la solucion entregada por la formula de Lax-Oleinik de la
ecuacion.



Capitulo 3

Dualidad en Optimizaciéon Convexa

3.1. Problemas Perturbados

Consideremos el problema de minimizacién convexa
P) «:=1inff
(P) a:=in

donde f € I'p(X). Diremos que (P) es el Problema Primal y que una funcion ¢ € T'g(X x Y), con
X,Y espacios de Banach en dualidad con X™*, Y* respectivamente, es una funcion de perturbacion
para (P) si ¢(z,0) = f(x), Vo € X. A ¢ le asociamos la funcion marginal o funcidn valor definida
por

v(y) = inf o(z,y).
Notemos que v(0) = a.
Ejemplo 3.1.1 (Programacion Lineal I). Sea
(P) min{c’z | Az <b},
conceR" beR™y A€ M,x,(R). Tomando X =R" y

clx st Az < b,

400 sino

f(z) =cla + opm(Az —b) = {

se tiene que f € T'g(X). Introducimos la funcién de perturbacion ¢: R® x R™ — R U {400}
dada por

o(x,y) = cl x4 opm (Az — b+ y).

65
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Es facil ver que ¢ € I'p(R™ x R™). Observemos que ¢*: R x R™ — RU {400} se calcula mediante

©*(z*,y*) =sup {(z* — e+ yTy|zeR, Az +b—y < 0}
_J+oo si 3i € {1,...,m} tal que ¥y <0,
B supyepn (7" — )Tz +y* (b — Az) siy* >0

_J+oo si 30 € {1,...,m} tal que y' <0,
N sup,epn{(z* —c— ATy} +4#Th  siy* >0

B bly*  sia* =c+ ATy, y* >0,
400 sino.

En particular, el problema de optimizacién

D = Inf ©"(0,y") = min by,
( ) p y*ERm@( y) ATy*4c=0, y*>0 Y

corresponde al Dual cléasico de (P) en la teoria de programacion lineal.

Volvamos al caso general. Por analogia, llamamos Problema Dual de (P) relativo a la perturba-
cion ¢: X x Y — RU {+o0} al problema de minimizaciéon

el cual tiene asociado de manera natural la funcién de perturbacion ¢* € I'o(X™* x Y*) y la corres-
pondiente funcién valor
w(x™) := inf ©*(x*,y").
(%) N (2", y7)

Observemos que si repetimos el procedimiento anterior obtenemos el Problema Bidual

(DD) inf ™ (z*,0)
zeX

el cual coincide con el primal (P) si suponemos que ¢ € I'o(X X Y') pues en este caso p** = .
Ejercicio 3.1.1. Muestre que v: Y — R y w: X* — R son funciones convexas.

Observacion 3.1.1. Para lo anterior, basta que ¢ sea convexa. Por otra parte, si p € T'o(X X Y)
no necesariamente se tiene que v € I'p(Y).

Ejercicio 3.1.2. Considere el programa convexo

(P)  nf {£(x) | giw) < 0.i = 1,....p)

donde f y (g;); son funciones convexas de R"™ en R. Calcule el problema dual de (P) perturbando
el objetivo primal de manera analoga al ejemplo de Programacién Lineal 1.

Lema 3.1.1. Para cada y* € Y* se tiene que v*(y*) = ¢*(0,y*). Andlogamente, dado x € X, se
tiene que w*(x) = ¢(x,0).
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Demostracion: Basta verificar la formula para v*. Dado y* € Y* tenemos que

v*(y*) = sup{(y,y*) —v(y)}

yey
= sup{(y,y*) — inf o(z,y)}
yeyY rzeX
= sup {(z,0) + (y,y") — ¢(z,y)}
zeX,yeyY
=¢"(0,y%).
O
Corolario 3.1.1. Se tiene que —v**(0) = = inf(D) y en particular inf(P) + inf(D) > 0.
Demostracion: Observemos primero que
—v*(0) = — sup —v*(y*) = inf v*(y*) = inf ¢©*(0,y") = p.
(0) Sup, (¥") ,nf, (¥") b e (0,9%)
Como v > v*™* se sigue que o + = v(0) — v**(0) > 0. O
Proposicion 3.1.1. Una condicidon necesaria y suficiente para que
inf(P) + inf(D) =0
es que v sea S.c.i. y finita en 0. En ese caso decimos que no hay salto de dualidad.
Demostracion: Veamos la suficiencia. Sea v la regularizada s.c.i. de v. Tenemos que v** < v < v
con U convexa y s.c.i. Ademas, 7(0) = v(0) € R de modo que ¥ es propia, es decir 7 € I'y(Y) y en

consecuencia T = v** y en particular —5 = v**(0) = v(0) = o € R.

Mostremos ahora la necesidad. Como « + 8 = 0 necesariamente « y 8 son finitos y en consecuencia
v(0) € R. Ademas, v** <7 < v con v** s.c.i. y tenemos que v(0) = v**(0) < 7(0) < v(0) de modo
que v es s.c.i. en 0. O

Observacion 3.1.2. 1. Como a + 8 = v(0) + w(0) = 0 entonces a + # = 0 si, y so6lo si, w es
s.c.i. y finita en 0 .

2. Recordemos que, de acuerdo con la Observacion 2.3.2, si f: Y — R es convexa, entonces
f =" f=—00o0 f admite una minorante lineal afin continua.

En particular, si f: Y — R U {400} es convexa y acotada inferiormente, entonces f = f**.
Si v(0) = —oo entonces v**(0) = v(0) = —o0, luego o + f = +00 — 00 = 400 y el salto de
dualidad es infinito.

3. La equivalencia anterior s6lo requiere que v sea convexa, lo cual es cierto si ¢ es convexa
(aunque no esté en I'g(X x Y)). Sin embargo, esta condicién por si sola no basta para la
equivalencia cuando v se reemplaza por w (ver parte 1.).
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Proposicion 3.1.2. Se tiene que S(D) = 0v**(0). En particular, una condicion necesaria y sufi-
ciente para que

inf(P) + inf(D) =0, S(D) #0

es

v(0) e R, 9v(0) # 0.
Demostracion: Notemos que

y* € S(D) & VzreY™, ¢"(0,y%) < ¢*(0,2")
eV eY™ —v(y) > (0,2%) —v*(2%)
& —v'(y") = 0™ (0)
< y* e ov™(0).

Probemos ahora la equivalencia. Para la necesidad, notemos que v(0) € R y v s.c.i. en 0 implica que
v(0) = v**(0). Tenemos que ¢ es una minorante lineal-afin continua de v si y sélo si lo es de v** y,
més aun, si £(0) = v(0), entonces £(0) = v**(0) de modo que siempre se tiene que dv(0) = dv**(0).
Si ademés v(0) = v**(0), se deduce que dv(0) = dv**(0) = S(D) # 0.

Mostremos la suficiencia. Si 9v(0) # 0 y v(0) € R, entonces existe ¢ minorante lineal-afin
continua de v tal que £(0) = v(0). Pero £ < v** < v de modo que v**(0) = v(0) y en consecuencia
0v(0) = 0v*™*(0) = S(D). Asi, S(D) # 0 y ademés v(0) = 7(0) = v**(0) de modo que v es s.c.i. y
por lo tanto inf(P) + inf(D) = 0. O

Corolario 3.1.2. Siv(0) € R y dv(0) # 0 entonces S(D) 61}( ) # 0 y inf(P) 4+ inf(D) =
Del mismo modo, si w(0) € R y 0w(0) # 0 entonces S(P) = Ow(0) # 0 y no hay salto de dual@dad

Interpretacion: Si y* € S(D) entonces v(y) > v(0) + (y*,y), que es una informacién de primer
orden sobre la funcion marginal primal. Si S(D) = {y*} entonces Vv(0) = y*. En particular, si v es
continua y finita en 0, entonces dv(0) # 0. Un caso patologico se tiene cuando v(0) = —oco. En tal
caso, dv(0) = Y™, pero 8 = w(0) = +oo de modo que el dual es infactible.

Teorema 3.1.1 (Teorema de Dualidad). Supongamos que ¢ € I'o(X X Y) y que existe xy € X tal
que p(xg, ) es finita y continua en 0 (i.e. p(xo,-) es acotada superiormente en una vecindad de 0).
Entonces, o bien v(0) = —oo y el dual es infactible, o bien v(0) € R, a+ 5 =0 y S(D) = 0v(0) # 0,
con v continua en 0. En particular, si ¢(xo,-) es continua en 0 respecto a ||-|| con (Y, ||-||) un espacio
de Banach, entonces S(D) # 0 es acotado.

Demostracion: Obviamente v(-) < ¢(xo, -) implica que v es acotada en una vecindad de 0. Si ademaés
v(0) € R, entonces v es continua en 0 y luego dv(0) # 0. O

Observacion 3.1.3. Si X es e.v.t.l.c. se cumple la propiedad "f: X — R convexa y continua en
xo € X si, y sblo si, f es acotada superiormente de manera uniforme en una vecindad de zq."

Comentario: Notemos que y* € Jv(0) es equivalente a 0 € Jv*(y*) y esta condiciéon es la que
da la Regla de Fermat para el problema infy«v*, que no es otra cosa que el problema dual. Asi,
al asegurar que v es continua en 0 con respecto a [|-|] en Y tenemos que el problema dual admite
solucion y ademéas S(D) = dv(0) # () es acotado.
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Proposicion 3.1.3 (Condicion de Extremalidad). Si (P) y (D) admiten soluciones y no hay salto
de dualidad, entonces ¥z € S(P),Vy* € S(D) se tiene que
©(z,0) +¢"(0,77) = 0

o, de manera equivalente, (0,y*) € 0p(Z,0). Reciprocamente, si (Z,y*) € X x Y* es un par que
satisface esta relacion, entonces T € S(P), y* € S(D) y se tiene que inf(P) + inf(D) = 0.
Demostracion: Tenemos que

p(z,0) = inf(P) = —inf(D) = —*(0, "),
lo que prueba la condicién de extremalidad. Reciprocamente,

if(P) < ¢(z,0) = —¢*(0,5%) < —inf(D),
lo que implica que no hay salto de dualidad y z € S(P), y 7* € S(D). O

Corolario 3.1.3. Supongamos que (X, ||-||) es un espacio de Banach reflexivo, que ¢ € T'o(X xY)
y xg € X son tales que p(xg,-) es finita y continua en 0, y que

lim  ¢(z,0) = +oo.
[[f| =00
Entonces, S(P) es no-vacio y acotado, S(D) es no-vacio (y acotado si (Y,||-||) es de Banach) ,
inf(P) = —inf(D) = 0 y las soluciones de (D) y (P) satisfacen las condiciones de extremalidad.

Ejemplo 3.1.2 (Programacion Lineal IT). Tenfamos que

(P) min {CTJ: | Az < b},
rER™

y tomando
o(x,\) = Tz + Opm (Az + X — b) € To(R"™ x R™)

obtuvimos que
(D) min ("X | ATA +¢c=0, A>0}.
E m

Evidentemente inf(D) > inf(P). Supongamos que existe zg € R™ que satisface la Condicion de
Slater:
Axg < b.

Entonces, para € > 0 suficientemente pequefio, se tiene que si ||A|| < ¢, entonces ¢(z0,\) = clx

de modo que ¢(xg,-) es finita y continua en una vecindad de 0. Asi, v es finita y continua en una
vecindad de 0 y, en consecuencia, S(D) = dv(0) es no-vacio y compacto. En ese caso a = inf(P) =
—i{nf(D) = min(D) € R y el minimo se alcanza; en efecto, se tiene que {x € R" | Az < b} #0y
SP)={zecR"| Az <b}n{z € R" | 'z = a} y si S(P) = 0 entonces existiria o/ < «a tal que
[Az < b N[cTz < '] # () 1o que es una contradiccion.

Recapitulando, si (P) o (D) tiene valor 6ptimo finito, entonces el otro también y las soluciones
T € S(P), ) € S(D) satisfacen

Az+b"N=0, Az<b, AN+c=0, X>0.

Notemos que S(P) es acotado si, y solo si,

Vd e R", [f'd=0, Ad<0=d=0].
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3.2. Dualidad Lagrangeana
Consideremos el siguiente problema de programacion matematica
(P) a:=f{f(z)]|gi(x) <0,i=1,...,p, hjx)=0,j=1,..,q}
donde f,g;, hj: X — R. Sea
C={reX|gi(zx)<0,i=1,...p, hjx)=0,j=1,..,q},

de modo que (P) equivale a

(77) fnf[f + 50].
En lo que sigue suponemos que « € R.

Lema 3.2.1. Para cada x € X se tiene que

oc(z) = sup  {(Ag(x)) + (1 h(z))
AERY, peRe

donde g(x) = (9:(2))i—1, h(z) = (hj(z))i_; yRL ={AeRI |\ >0,i=1,...,q}.
Demostracion: Obviamente,

0 st gi(z) <0,

sup \g;(x) =
P Xigi(z) {—i—oo si gi(x) > 0,

>0
y
0 si hi(x) =0,
sup pjhj(z) = . i)
;>0 +00 S1 h](l') 75 0,

de modo que
P q
Sc(z) = sup D Aigi(@) + ) pihi(x)
AERY, peRe | 5 j=1

O

La Funcién Lagrangeana o Lagrangeano de (P) es la funcion L: X x RP x R4 — R definida
mediante

L(:L‘, )\, 'u) = {‘i(:o) + <)\,Q(ZL‘)> + <,U, h(:l))) zi 206 RZJ’F’

Tenemos que el problema (P) es equivalente a

(P) inf sup  L(z, A\, p).
2€X () u)eRP xRY)

Definimos el problema dual al intercambiar “inf” con “sup” en la formulacién Primal

(D) ~:= sup inf L(z, A, p).
(M) ERP xRa) T€X
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En general, a # 7. Sin embargo, como L(z, \, i) < sup L(x, A\, p), se tiene que
(A,p)ERP XRY)

Lz, A\ ) < inf  sup  L(z,\p) = a,
TEX (X, u)ERP xRY)

de donde v < a. Si eventualmente o = v, y el problema dual (D) tiene una solucion (), /i) entonces
necesariamente

y como dado x € X tenemos que

sup L(CL’,)\,,U,) ZL(JZ‘,S\,,&) > a = inf sup L(xa)‘au)a
(A1) ERP xRY 2€X () p)eRP xRY

y deducimos que si & € S(P) entonces & es solucion de

(P) o= inf L(z,\, ),
reX

problema que es interesante pues es un problema de minimizacién sin restricciones. Un par (5\, i) €
Rﬁ x R? con estas propiedades se llama Multiplicador de Lagrange de (P).

Proposicion 3.2.1. Las siguientes son equivalentes.
(i) & es una solucion de (P) y (A, i) es un multiplicador de Lagrange de (P) con o = ~.
(ii) (&, A, i) es un punto silla del Lagrangeano de (P), es decir,
Vo e X,V pu) € RP x R, L(&, A\ p) < L(&, A\ j) < Lz, \, fi).

Ambas afirmaciones implican la condicion de complementariedad

~

)\Zgz(ﬁv) = 0, 1= 1, ey P
Demostracion: » (i) = (ii) Tenemos que & es solucion de (P) de modo que
Ve X, L(zM\pa) <Lz, \p).

Por otra parte,

At
» (i1) = (i) Tenemos que

v <a <supL(#, A, p) = L(&, A, i) = inf Lz, A, p) <7,
A rzeX

de modo que v = a. Evidentemente, f(%)+0c(Z) = sup L(Z, \, ) = «, de modo que & € S(P),
A
y ademas
v =sup inf L(z, A, p) <sup L(Z, A, 1) = L(Z, A, 1) <,
A zeX A ji
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lo que implica que (A, u) € S(D). Més aun, como necesariamente & € C', tenemos que

F(#) = L@ A @) = (&) + (A 9(2)) + (. h(@)) = f(2) + (A, 9(2)),

i
de modo que (A, g(%)) = 0. Como ¢(z) <0y A > 0 concluimos que \;g;(z) =0, i=1,...,p.
O

Observacion 3.2.1. La existencia del multiplicador de Lagrange no siempre se tiene, incluso para
datos f, (gi)i, (h;); muy regulares. Volveremos a este problema méas adelante.

Pero, ;cuél es la relaciéon con la dualidad via perturbaciones? Sea Y* := RP x R? y denotemos
y* = (A, u). Tenemos

P) o= inf L(z,y*
(P) « Inf sup. (2, y")

D — inf L(z,9").
(D) ~ yfgg*;gx (z,y")

Definamos ¢: X x Y — R U {400} mediante

e(z,y) = sup {(y",y) + L(z,y")} = (= L(z,-))"(v).
y*ey*

Entonces, (P) es equivalente a
P) a= 1inf ¢ .
( ) xng (x7 0)

Por otra parte, si y* — —L(x,y*) es convexa, s.c.i. y propia, entonces

—L(z,y") = Sgg{@*,m —p(z,y)}-

Luego,
inf L(x,y*) = —sup sup{(y",y) — o(z,y)} = —¢"(0,y"),
reX zeX yey

lo que conduce a que (D) es equivalente a

(D) v= sup —¢*(0,y") =— inf ¢*(0,y%) =B
yrEY* y*eYy*

Por otra parte, dada una funcién de perturbacion ¢: X x Y — R U {+oc} se define la funcion
Lagrangeana L: X X Y* — R mediante

—L(z,y*) :== §2${<y*’y> —p(z,y)} = [, )" (y").

Lema 3.2.2. » V2 € X, y* — L(z,y*) es concava, s.c.s. de Y* en R.

» Si @ es convera, entonces Vy* € Y*, x — L(z,y*) es conveza de X en R, pero no necesaria-
mente es s.c.i., incluso cuando ¢ € T'p(X x Y).
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Demostraciéon: Por definicion

Por otra parte,

L(z,y*) = ;’glf/{so(w? y) =yt = Jg O(z,y,y")

con ¢ convexa, luego L(-, y*) es convexa. O
Anélogamente,
e @ty = sup  {(z%,2) + (¥, y) — ()}

(z,y)eX XY

=sup{(z”, ) + sup(y",y) — p(z.y)}
rzeX yey

=sup{(z*,z) — L(x,y")},
zeX

de donde
*(0,4%) = — inf L(z.9*).
©*(0,y") Inf (z,y")

Asi el problema dual se puede escribir en términos de L como

D) B= inf ¢*(0,y")=— inf L(z,y").
D) A= fnf @0y == sup fuf L(z,y")

Similarmente, si ¢ € I'o(X xY'), entonces p(x,-) € I'p(Y) y en consecuencia [p(x, -)]**(y) = ¢(z,y),
de donde

p(z,y) = y§gg*{<y*, y) + L(z,y")},

en particular ¢(x,0) = supy«cy+ L(x,y") y tenemos que

(P) a= inf ¢(z,0) = inf sup L(x,y").

zeX 2€X yreys
Proposicion 3.2.2. Si ¢ € Tg(X x Y) entonces las siguientes son equivalentes
(i) & es solucion de (P), y* es solucion de (D) y a+ = 0.
(1) (Z,9%) € X x Y* es un punto silla de L ( con L(Z,5*) € R), es decir,

VeeX, VyteY", L(#,y") < L(#,9") < L(z,97).

Demostracién: Propuesto. O
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3.3. Teoremas de Dualidad de Fenchel-Rockafellar y de Attouch-
Brezis

Comenzaremos esta seccién con algunos resultados preliminares.

Proposicion 3.3.1. Sea X un e.v.n. y C C X un convezro de interior no-vacio. Entonces

int(C) = int(C).

Demostracién: Obviamente, int(C) C int(C'). Como int(C) # 0, deducimos que int(C) # (). Sean

z € int(C) y zp € int(C). Dado € > 0, definimos z1 = T+¢€(Z—x0) y si € es suficientemente pequeno,
entonces 1 € C.

Como T €]xg, x1[, basta probar que |zg,z1[C int(C') para deducir que Z € int(C') y de aqui que
int(C) = int(C). Como x¢ € int(C), podemos tomar r > 0 tal que B(zg,r) C C. Sean X\ €]0,1] y
Ty = Axo + (1 — )\)ml.

1. Reflexion de B(zo,r) a través de x).
Tenemos que

I

Il
8
>
|

y como 1 € C, deducimos que

1 A
Jzo e C'N T30 mB(-TO,T)] .

2. Envoltura convexa.
Como B(zg,r) C C'y x9 € C con C convexo, en particular se tiene que

AB(zg,r) + (1 — XN)zg C C.

Pero x9 = ﬁx)\ - %y para algin y € B(zg,r) lo que implica que ) = Ay + (1 — X\)zg € C
y concluye la demostracion.

O
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Observacion 3.3.1. La hipotesis int(C') # () es esencial. Por ejemplo, si C' es un hiperplano denso,
entonces int(C) = () pero C' = X de modo que int(C) = X.

Ejercicio 3.3.1. Si X es un e.v.n. y C' C X es un convexo con int(C') # () , entonces

C = int(C).
El interés del siguiente resultado es que no requiere saber a priori que int(C') # () .

Lema 3.3.1 (Lema de Robinson). Sean (X, ||-||) un espacio de Banach, ¥ un ev.n. yC C X xY
un convexo cerrado. Denotemos por Cx y Cy sus proyecciones sobre X eY respectivamente. Si Cx
es acotado, entonces int(Cy) = int(Cy ).

Demostracion: La inclusion int(Cy) C int(Cy) es evidente. Sean y € int(Cy) y € > 0 tales que
B(y,€) C Cy. Basta demostrar que existe x € X tal que (z,y) € C, pues en este caso y € Cy y se
concluye que int(C_y) C int Cy. Para demostrar que tal x € X existe, construiremos una sucesion
(Tn,yn) € C con y, — yy (zn)n de Cauchy. Tomemos (zg,y9) € C (si C = 0 la propiedad es trivial)
y consideremos el siguiente algoritmo:

Mientras y,, # y

1. Definase a,, := m yw=y+a(y—yn) € B(y,e) C Cy.
2. Sea (u,v) € C tal que |w —v[| < &ly — yul.
3. Defmase (Tn+1,Yn+1) = 152 (T, Yn) + ﬁ(u,v) eC.

Fin. Si el algoritmo se detiene en el paso N, tomamos x = z. Supongamos que el algoritmo no se
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detiene, en cuyo caso tenemos que ((zp,yn))n C C tal que

oy, 1
i =l = |52+ oo
— e~ ) =+l
1
o e L
< Sl = vl
_2 )

lo que implica que ||ynt1 — y|| < 3|lyn — y|| ¥ en consecuencia y, — y. Por otra parte

Qi 1
1

= o lu =l

< diam(C’X) _ 2diam(C’X) Hyn B yH
Qi €

lo que implica que (z,) es de Cauchy y, por ser X un espacio de Banach y C un cerrado, existe
x e Ctal que x,, > xy (z,y) € C.
O

Lema 3.3.2. Si X es un espacio de Banach y C' C X es un convexo cerrado y aborbente, entonces

0 € int(C).
Demostracion: Como C' es absorbente, tenemos que X = (Jcn KC con
kEC ={kx |z € C}

cerrado. Del Lema de Baire, deducimos que existe kg € N tal que int(koC) # () lo que implica que
int(C) # (. Mas aun, podemos suponer que C' = —C' (si no, podemos tomar el convexo absorbente
C N (—C)), en cuyo caso debe tenerse que 0 € int(C). O

Teorema 3.3.1 (Attouch-Brezis). Sean X,Y dos espacios de Banach y ¢ € To(X xY). Sea v(y) =
infrex o(z,y) y supongamos que v(0) € R y que el convexo

dom(v) = U dom(p(z,))

rzeX

es absorbente en Y. Entonces, v es continua en 0 . En particular,

0) = — min ¢*(0,y*
v(0) ygg‘p*so(,y),

es decir, el dual tiene solucion.
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Demostracion: Sea k > v(0) y definamos
U={yecY|uv(y) <k}
Basta probar que 0 € int(U). Sea xg € X tal que ¢(z9,0) < k y definamos
C={(z,y) € X XY | @(x,y) <k, ||z <1+ o},

que es un convexo cerrado cuya proyeccién sobre X, Cx, es acotada y Cy C U. Basta probar
que Cy es una vecindad del origen, pero, gracias al Lema de Robinson, int(Cy) = int(Cy), por
lo que basta probar que 0 € int(Cy). Veamos que Cy es absorbente en el Banach Y. Sea y € Y.
Por hipotesis, existen A > 0y = € X tales que ¢(z,\y) < +oo. Dado t €]0,1[, tenemos que
(1 = t)xo + tx, tAy) < (1 — t)p(x0,0) + te(z, Ay) y si t es suficientemente pequeno,

(L= t)ao + ta,thy) <k, [|(1 =)o+t < 1+ [lzo]|.

Luego, existe t > 0 tal que ((1 —t)zo + txg, tAy) € C'y se sigue que Cy es absorbente. Por lo tanto,
Cy es absorbente y 0 € int(Cy ). O

Corolario 3.3.1 (Teorema de Dualidad de Fenchel-Rockafellar). Sean X,Y espacios de Banach,
feloX), geloY) yA: X =Y lineal continua. Consideremos los problemas de minimizacion

(P)  inf f(z) +g(Az)
(D) ngg*f*(—A*y*)+g*(y*)-

Supongamos que se tiene que inf(P) € R y la hipdtesis de Calificacion Primal:
0 € int(dom(g) — Adom(f)),

entonces S(D) # (.
Similarmente, si se tiene que inf(D) € R y la hipdtesis de Calificacion Dual:

0 € int(dom(f*) — A* dom(g™)),

entonces S(P) # 0.

En cualquier caso, inf(P) = — inf (D). Ademds, son equivalentes
(i) T € S(P), y* € S(D).

(ii) Las Relaciones de Extremalidad:

@)+ f1(=A%yr) = (@, -A"), 9(AZ) +g"(y*) = (AT, y*).
(i4i) La Inclusion de Euler-Lagrange:

—A*y* € 0f(z), y* € dg(Ax).
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Demostracién: Sea ¢(x,y) = f(x) + g(Ax + y). Tenemos que

e (", y") = sup {(@",2) +(y",y) — f(x) —g(Az +y)}
(z,y)EX XY

= sup {(z" 1)+ (¥, z— Az) — f(x) — g(2)}
(z,2)EX XY

=@ =AY )+ 9" ()
Asi, (P) equivale a inf ¢(-,0) y (D) equivale a inf ©*(0, -). Tenemos que y € dom(p(z,-)) si, y solo
si, f(xz) < 400y Az +y € dom(g), de modo que

|J dom(p(x,-)) = dom(g) — A dom(f)

zeX

y podemos aplicar el Teorema de Attouch-Brezis. En este caso, la condiciéon de Extremalidad se
escribe

p(2,0) +¢"(0,5%) =0,
que es equivalente a
f@) + f1 (=A%) + (2, A"y*) — (AZ,y") + 9(AZ) + g"(y") = O,
lo que a su vez es equivalente a
@)+ f1(=A"y) = (2, - A"y*), 9(AZ) + 9" (y") = (Az,y).

que son las relaciones de Extremalidad. Claramente estas relaciones son equivalentes a la inclusion
de Euler-Lagrange. O

3.4. Teoremas de Fritz John y Kuhn-Tucker

Sea X un espacio de Banach y consideremos f,g;: X — R, i =1,...,p convexas y propias, hj,
j =1,...,qlineales afines y continuas. El programa convexo asociado a f, (¢i)i, (h;); es el problema
de optimizacion

(P) min{f(z) |gi(z) <0,i=1,....p, hj(z)=0,j=1,...,q},

que tiene asociada la funcién lagrangeana L: X x RP x R? — R dada por

f(x) + Zf:1 )\igi(x) + Z;I-:l ,u,jhj (ac) si A >0,

—00 si no,

L(x, A\ p) = {

de modo que

(P) o(P):=inf sup Lz, A p).
TEX (), u)eRP xRY

Suponemos que v(P) es finito. El dual asociado a L es

(D) sup Inf L(.ZE, )\7 M)v
(Ap)ERP xRe TEX

cuyas soluciones se llaman multiplicadores de Lagrange, de tenerse inf(P) = sup(D).
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Teorema 3.4.1 (Fritz-John Débil). Definamos D := dom(f)N (M-, dom(g)) y H := j_, ker(h;).
Siv(P)eR, fygi,i=1,...,p tienen un punto de continuidad en comin y ademds 0 € int(D\ H),
entonces existen reales no-negativos Ao, ..., \p, no todos nulos y reales fi1, ..., fiqg € R tales que

p q
Vo € D, Aov(P) < hof(2) + Y Nigi(@) + Y fihi().
i=1 j=1

Observacion 3.4.1. En este teorema (5\, i) no es necesariamente un multiplicador de Lagrange.
Pero si, por ejemplo, D = X, f, g; son finitas en todas partes y Ag = 1, entonces se tendré que

Va € X, o(P) < L(x, A, 1)

lo que es equivalente a

e implica que v(P) = v(D) y asi (A, i) € S(D) serd un multiplicador de Lagrange de (P).

Para la demostraciéon del Teorema, necesitaremos algunas variantes del Teorema de Hahn-
Banach.

Teorema 3.4.2. Sea C' C X un convezo de interior no-vacio. Si0 ¢ C, entonces eziste z* € X*\{0}
tal que
Ve e X, (z*,z) > 0.

de 0 mediante un hiperplano cerrado, de modo que existe

Demostracién: Podemos separar int(C')
) > 0]. Luego

x* € X*\ {0} tal que int(C) C [(x*, -

C =mt(C) C [(z*,-) > 0].

O

Teorema 3.4.3 (Teorema de Separacion). Sean A, B C X dos convezos no-vacios. Siint(A—B) # ()

y ANB =0, entonces A y B pueden separarse mediante un hiperplano. Si0 ¢ (A— B) y ANB =),
entonces pueden separarse estrictamente mediante un hiperplano.

Demostraciéon: Basta observar que A y B pueden separarse (resp. estrictamente) mediante un hi-
perplano ssi A — B puede separse (resp. estrictamente) de 0 mediante un hiperplano. O

Teorema 3.4.4. Sea F: X — R convera y propia con int(epi(F)) # (). Sea H C X un subespacio
vetorial de X y L: H — R una funcion lineal tal que

Ve e X, F(z) > L(z).
Si 0 € int(dom(F') — H) entonces existe xf € X* tal que
Ve € H, L(z) = (z,x);

Vo e X, (zg,x) < F(x).
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Demostracién: Sean los convexos A := {(z,\) e X xR | F(z) <A} y B:={(z,\) e X xR |z €
H,\ = L(z)}. Se tiene que int(A) = int(epi(F)) # 0 y AN B = ). Como int(A) C int(A — B),
deducimos que A y B pueden separarse mediante un hiperplano cerrado, es decir, existe (z*,s) €
X* x R tal que

Vy e HV(z,\) € A, (2",y) +sL(y) < (2", z) + s\

Como H es un s.e.v. se tiene que Vy € H, (z*,y) + sL(y) = 0 y haciendo A\ — oo deducimos que
s > 0. Si s = 0, tendriamos en particular que Yy € H,Vx € dom(F), (z*,x —y) > 0 y como
0 € int(dom(F') — H) se sigue qiue z* = 0 y luego que (z*,s) = (0,0), contradiccion. Asi, s > 0.
Definiendo 2} = —% obtenemos que Yy € H, L(y) = (z},y) vy ¥(z,)\) € A, X\ > (x},2). Para
x € dom(F), haciendo A — F(z) se deduce el resultado. O

Observacion 3.4.2. Cuando F(z) = ||z|| o bien F' es un funcional de Minkowski continuo en X
(de modo que dom(F') = X), este teorema se conoce como el Teorema de Hahn-Banach analitico.

Para demostrar el Teorena de Fritz-John necesitaremos el siguiente teorema general sobre fun-
ciones convexas.

Teorema 3.4.5. Sean fi: X — R, i = 1,...,m funciones convezas tales que para cada x € X,
maxi<i<m fi(z) > 0. Entonces existen reales no-negativos vy, ...,y y no todos nulos tales que
Vo e N2, dom(f;), vifi(x)+ -+ vmfm(z) > 0.

Si ademds existe T € X tal que méxi<i<pm fi(T) = 0, entonces v1, ..., vy, satisfacen v;fi(z) =0, i =
1,...m.

Demostracion: Supongamos que (-, dom(f;) # @ (el caso (", dom(f;) = 0 es trivial) y definamos
el conjunto

A={y= W1, - ym) ER™ | Tz € X, fi(x) < y1,..., fm(x) < ym}.

Es facil ver que A es un convexo de interior no-vacio. Como 0 ¢ A, podemos separa A y {0} mediante
un hiperplano, es decir, existe v = (v1,...,vy) € R™\ {0} tal que

m
Vye A vTy=> vy >0.
=1

Para cada i € {1,...,m} podemos hacer y; — +oo y luego v; > 0,Vi. Méas aun, para todo z €
Nir, dom(f;) con fi(x) > —oc0,i=1,...,my Ve > 0 tenemos

(filz)+ e ..., fm(z) +€) € A

De la arbitrariedad de € > 0, se deduce la desigualdad. Si eventualmente existe zo € ();~; dom(f;)

con fi,(r) = —infty para algin ip, entonces podemos hacer y;, — —oo y necesariamente v;, = 0.
En este caso f;,(x)+€ puede reemplazarse por cualquier real y se deduce la desigualdad. Finalmente,
si méxy<j<m fi(Z) = 0, entonces f;(£) <0,i=1,...,my v;fi(z) =0. O

Demostracién: |del Teorema de Fritz-John sin h;.] Tenemos que para todo x € X, maxi<ij<p{f(z)—
v(P), gi(z)} > 0. Del teorema anterior se deduce la parte 1 del resultado. Mas aun, si & € S(P),
entonces maxi<ij<p{f(%) — v(P),gi(Z)} = 0 de modo que Xo(f () — v(P)) = 0y Nigi(&) = 0,Vi =
1,...,m.

g
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Proposicion 3.4.1. Sean x7,...,xy; € X*. Supongamos que T* € X* satisface:
(Vre X,Vj=1,...,q, (zj,2) =0) = (z%,2) =0

o, de manera equivalente,

q
ﬂ ker(z}, ) C ker(z",-).
j=1

Entonces existen p, ..., g € R tal que T = pnx] + -+ - + pgxy.

Demostracién: Sea V* := ({z},...,z;}). Tenemos que V* es convexo y débilmente cerrado para la
topologia débil-*. Si * ¢ V* entonces por Hahn-Banach existe z € X tal que

Vot e V¥, (z%,z) > (zF, x)
lo que implica que (Z*,x) > 0y (z*, x) = 0,Va* € V*, contradiccion. O

Demostracién: [del Teorema de Fritz-John.| Tenemos que hj(z) = (2},2) — aj con 27 € X" y
a; € R. Como v(P) € R, necesariamente

H={reX|(z],2) —a;=0,j=1,...,q}.

Sea T € H, entonces
H={reX|(zj,z-7)=0,j=1,...,q}.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que = 0, de modo que H es un subespacio cerrado
de X y hj(z) = (z},z). Ademas, para z € H se satisface que

F(z) = méx {f(z) — v(P), gi()} > 0.

1<i<p

Por otra parte, existe un punto de continuidad comin a fy ¢;,i = 1,...,p, luego F' es continua en
dicho punto y el interior de epi(F') es no-vacio. Como

P
dom(F') = D = dom(f) N (ﬂ dom(gi)>
i=1
y hemos supuesto que 0 € int(D — H), deducimos que existe z* € X* tal que

q
Ve e H (2%, 2) =0= 1" = Zﬂjx}‘, para algunos ji; € R
j=1

Ve e X, F(x)— (Z",2) >0 & Vo € X, 1?%;“(%) —u(P) — (%, x),9i(x) — (", z)} > 0.

Del Teorema 3.4.5, deducimos que existen 5\0, ... ,5\1, > 0 no todos nulos tales que
Ve e D, do(f(z) —v(P)) + Mgi(@) + - + Apgp(@) — (Ao + ... Ap) (&, ) > 0.

Definiendo fi; := ~(Xo+... Xp)ﬂj, se deduce el resultado. O
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Una propiedad deseable en la préactica, es que Ag sea estrictamente positivo. En los siguientes
teoremas, veremos que una condicién clasica en Optimizacién Convexa nos permite asegurar esta
propiedad.

Teorema 3.4.6 (Kuhn-Tucker Débil). Bajo las hipdtesis del Teorema de Fritz John débil, supon-
gamos que se tiene la siguiente condicion de calificacion de restricciones, llamada Condicion de
Slater

(S) 3Fxg € dom(f): gi(zo) <0,i=1,...,p, hj(xg) =0,j=1,...,q.

Entonces existe un par (\, i) € RY x R7\ {(0,0)} tal que
Ve e D, u(P)< Lz, A\ p).

Demostraczén: Si 5\0 =0, ba§ta tomar © = x( en la desiguAaldad de Fritz-John débil para deducir
que Y P Xigi(zg) > 0 con \; > 0y gi(xg) < 0. Luego \; = 0, i = 1,...,p lo que contradice
A0s - - -» Ap no son todos nulos. O

En general, las condiciones en términos de subdiferenciales son tutiles en muchas aplicaciones.
Terminamos esta seccién estudiando algunos resultados que, en esencia, son casos particulares de la
Regla de Fermat y caracterizan el cono normal en términos de los subdiferenciales de las funciones

(94)-

La siguiente proposicién caracteriza el subdiferencial del maximo puntual de funciones convexas.

Proposicién 3.4.2. Sean fi,... fm: X — R funciones convezas y definamos

F(x):= 121?;; fi(x).

Entonces,

VeeX, OF(z)= [/ 8(§:Aifi+5p> (2),

AeAp(z)  \i=1
donde D = dom(F) = (2, dom(f;) y
Ap(z)={A=(\1,..., ) eRY | Vi=1,...,m N(F(x) — fi(z)) = 0}.

Demostracion: Sea z* € Uyepp () 0 (2021 Aifi(2) +6p) (). Entonces existen AMyoesAm > 0,
S A =1con N(F(x) — fi(z)) =0, i =1,...,m tales que

Vye D, Y Nifilx)+ @y —x) <Y Nfily) = F(y),
i=1 i=1

lo que implica que
F(z) + (2",y — ) < F(y)

y luego z* € 9F (x). Reciprocamente, sea z* € 9F(x) de modo que

VyGX, F($)+<$*>y_1:> SF(y)
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Definamos G(y) := F(y) — F(x) — (z*,y — ) vy 9i(y) := fi(y) — F(z) — (z*,y — x). Tenemos que
existen A1, ..., Ay > 0 no todos nulos, tales que

m
i=1

Como Y| A; > 0, podemos suponer que Y v, A; = 1. Tenemos que A = (Ar,...,A\p) € Ap(z) y
que Yy € D,

S OXNfiy) =) Nifi(@) + (2 y — x).

i=1 i=1
De aqui, z* € U)\GAF(@ O (X Aifi+0p) (2). -
Observacion 3.4.3. Si x es un punto de continuidad coman para fi,..., fi,, entonces

OF (x) = co U afi(x)

donde Ip(x) :={i| fi(x) = F(x)}.
Ejercicio 3.4.1. Pruebe la observacién anterior.

Diremos que el programa convexo original (P) es propio, s.c.i. y finito si tanto f como g; son
convexas, propias y s.c.i. y, ademaés, v(P) € R.

Teorema 3.4.7 (Fritz-John Fuerte). Sea (P) un programa convero, propio , s.c.i. y finito tal que
se satisfacen las hipdtesis del Teorema de Fritz John débil. Entonces una condicion necesaria y
suficiente para que & € S(P) es que existan Xg,...,A\p > 0, Y0 N, =1 y reales fun, ..., fig tales
que

p q
068<%f+§:&m+&0(@+§jwm4@
=1

=1
y Nigi(2) =0,i=1,...,p.

Demostracién: Sea F(z) = méxi<ij<p{f(x)—v(P), gi(x)}. El programa convexo (P) puede escribirse
de manera equivalente como

(P)  if{F +dy}.

Tenemos que & € S(P) si, y solo si, 0 € O(F + di)(&). Si xp € D es punto de continuidad de F' tal
que xg € H, tenemos que O(F + 6y )(2) = OF(2) + 0dp (). Més generalmente, se prueba que la
condicion 0 € int(D — H) permite tener la misma igualdad.

La proposicién anterior nos permite concluir que

oF@&) = | (A(f—’U(P)) +) " Nigi +5D> (@)

AEAp (&) i=1
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Si hj(x) = (x}, 2 — &), entonces 96;,(%) = {x}} de donde se sigue que

u(@) = J [ D non,(2)

peERT \ j=1
de donde se obtiene el resultado O

Teorema 3.4.8 (Kuhn-Tucker Fuerte). Supongamos que se satisfacen las hipdtesis de Fritz-John
Fuerte y que ademds se cumple la condicion de calificacion de Slater S, entonces una condicion
necesaria y suficiente para que & € S(P) es que existan Ay, ..., \p > 0 y reales fi1,. .., [ig € R tales
que

p q
0€d (f + ) Nigi + 5D) (&) + > poh;(#)
=1 =1

Y j\zgl(i) = 0,2 = 1,...,p. En particular, si £ es un punto de continuidad comin a f y gi,t =
1,...,p, entonces & € S(P) si, y sdlo si,

p q
0€0f(2)+ > Nidgi(d) + > _ pj0h;(a))
=1 =1

Demostracion: Basta observar que bajo & podemos obtener que Mo >0 y, luego, podemos normali-
zar. O
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3.5. Problemas

Problema 3.1 (k). (Regularizacion de problemas min-max). Considere el problema min-max

(P) min méx{fi(z),..., fm(2)}
con f; : R™ — R convexa y S(P) no vacio y acotado. Para r > 0 considere el problema regularizado
(£r) min My (fi(x),--, fm(2))-

donde M,(y) =rM(y/r) con

M ., Ym) = Inf 0(y; —
(W1, Ym) 52R{v+;(y v)}

y 0 :R — [0,00) es una funcion estrict. convexa, creciente, diferenciable y tal que 05 (1) = 4o0.

(a) Muestre que M es convexa y diferenciable. Ademés, muestre que el infimo en la definicion de
M es alcanzado en un tnico punto.

(b) Pruebe que —r6*(1) < M,(y) — max y; < —rm6*(1/m).
Deduzca que M, (fi(x),..., fm(x)) converge a méx{ fi(z),..., fm(x)}.

(d) Muestre que (P,) admite al menos una solucion x, la cual permanece acotada cuando r — 0.
Concluir que v(P,) — v(P) y que todo punto de acumulacion de z, es solucion de (P).

—
o
S~—

(e) Explicite el dual (D, ) de (P,) asociado a la funciéon de perturbacion
go(a:,y) = Mr(fl(x) T Y1, 7fm(x) + ym)
(f) Pruebe que v(P,) 4+ v(D,) =0y que (D,) admite una tnica solucion.

Problema 3.2 (Aproximacién de maxima entropia). Sea u € L' = L'([0,1],R) una funcién des-
conocida tal que @(x) > 0 c.t.p. en [0,1]. Deseamos estimar @ en base a sus (n + 1) primeros
momentos fol r'u(z)dr =m; >0,i=0,1,...,n. Para ello consideramos el problema

(P) 11£1€11Lr% {/OlE(u(a:))da: : /Olatzu(gv)da: =m;, i=0,... ,n}

donde E: R — RU {00} es (menos) la entropia de Boltzmann-Shannon definida por F(u) = ulnu
para u > 0y F(u) = oo para u < 0. El problema (P) equivale a

m{®(u) : Au =
min{®(u) : Au = m}

con®: L' - RU{+x}y A: L' - R"! definidas por

1
B (w) /0 E(u(z))dr si Eou€ Lt
+

00 si no,

(Au); = folzriu(:n)dzz;, i=0,1,...,n.
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(a) Pruebe que ® € I'g(L'). Indicacion: utilizar el Lema de Fatou.

(b) Explicite el dual que se obtiene al perturbar la restriccion de (P) mediante Au = m —y. Para
ello pruebe que A* : R — L™ esta dado por

(A*A)(z) = Ao+ Mz + - + A"

mientras que para todo u* € L™ se tiene
1
O (u*) = / exp(u*(x) — 1)dx.
0

(c¢) Usando el teorema de dualidad pruebe que (P) tiene una tnica solucion.
(d) Pruebe que si A es una solucién dual entonces la solucion de (P) es u(z) = exp(—1—Y 1 A;z?).
Problema 3.3 (x). Sea X un espacio de Banach en dualidad con X*, su dual topologico.
(a) Calcule || - ||* y pruebe que para € X \ {0} se tiene que
Ol - I(z) = {=" € X7+ 27| = 1, (2", ) = [}
En lo que sigue, sea K un espacio topologico Hausdorff y compacto. Denotemos por C(K) el conjunto
de funciones continuas de K en R con la norma de la convergencia uniforme || f||co = méxiex |f()].

Recordemos que el dual de C(K) es isométricamente isomorfo al conjunto M(K) de medidas de
Borel regulares p : B(K) — R con la norma [|u|| = |u|(K) < oo donde

ul(A) = p*(A) + 7 (A) YA€ BK).
El producto de dualidad entre C(K) y M(K) es (u, f) = [} f dp.

(b) Una medida u se dice concentrada en A € B(K) si |u|(K \ A) = 0. Para f € C(K) \ {0}
denotamos K;[ ={teK: f(t)=|flloc} y Ky ={t € K: f(t) = —|flloc}. Pruebe que

Ol'loc(f) ={ e M: |ull =1, u* y p~ estan concentradas en KJT y K, respectivamente}.

(c) Sean f,91,...,1¥, € C(K), supongamos que f no es generado por las funciones v; y conside-
remos el problema de mejor aproximacion en el sentido de Tchebychef
(P) min || f =321 2itil .
TeR™

Calcule el dual de (P) asociado a la perturbacion ¢(z,y) = [|f +y — Y i Zithi|co-
(d) Pruebe que v(P) 4+ v(D) =0y que S(D) # ¢.

(e) Suponiendo que 91, ...,1%, son Li. demuestre que el operador A : M(K) — R™ definido por

A() = (/ledu,...,/Kwndu)

es sobreyectivo. Deduzca que en tal caso (P) admite soluciones.
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(f) Explicite las relaciones de extremalidad que caracterizan las soluciones 6ptimas primal y dual.

Problema 3.4 (Algunos resultados en dualidad Lagrangeana.). A lo largo de esta pregunta, X e
Y seran dos espacios vectoriales normados en dualidad con X* e Y*, respectivamente. Pruebe que:

(a) Para un esquema de dualidad de perturbaciones con ¢ € I'g(X X Y'), considere el Lagrangeano

L(z,y*) == =[x, )] (y)-
Entonces las siguientes aseveraciones son equivalentes:
(i) Z es solucion del primal e §* solucion del dual, y ademas a + 5 = 0.
(ii) Z es solucion del primal e §* multiplicador de Lagrange asociado a z, y ademas a+ (5 = 0.

(iii) (Z,9*) es un punto silla del Lagrangeano L, con L(&,7*) € R.

(b) Teorema de Min-Max de Von Neuman. Considere ahora dos compactos no vacios K C X e
M C Y* y una funcion Lagrangeana dada por L : X x Y* — R que satisface lo siguiente:
(i) Para todo y, la funcién L(-,y) es convexa y semi-continua inferior.
(ii) Para todo x, la funcion L(z,-) es concava y semi-continua superior.

Entonces

ar = minmax L(z = mixmin L(z =: Br.
L 2K yeM ( 7y) yeM zeK ( ay) 5L

Problema 3.5 (x). (Dualidad en problemas de aproximacion cuadratica en espacios de Hilbert).
Sean X e Y dos espacios de Hilbert reales, con producto interno denotado indistintamente por
(-,+). Dado un conjunto convexo y no vacio C C X y un operador lineal, continuo y sobreyectivo
A: X — Y, considere el problema de minimizacion

p tn 1||Az|?
(P) min 4] Az
(a) Pruebe que si C' + ker A es cerrado entonces el conjunto de soluciones 6ptimas S(P) necesa-

riamente es no vacio.

(b) Pruebe que z € C es solucion optima de (P) si, y solo si, z := A*AZ satisface la inecuacion
variacional:

(x—2,2) <0, Vz e C.
(¢) Suponga que el conjunto C' tiene la siguiente forma,
C={zxeX|(d,z)<b,i=1,...,m}.
Verifique que el conjunto de soluciones de (P) es no vacio.

(d) Asuma que existe o € X tal que (a’, 29) < b;, i = 1,...,m. Pruebe que 7 € S(P) si, y soélo
si,

X € RY tal que A*Az = — Z)\iai y ademas \;((a',z) —b;)) =0, i=1,...m.
i=1
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Problema 3.6 (Dualidad de Toland-Singer). En lo que sigue, denotamos por + la inf-adicién en
R (en particular, £00+(Foo) = +00) y por — la inf-sustraccién definida por a—f := a-+(—73). La
sup-adicion + y la sup-sustraccion — se definen de manera analoga. Dadas dos funciones f,g : X —
R U {400}, donde (X,Y,(-,)) es una dualidad entre e.v.t.l.c., se define h := f—g.

(a) Pruebe que se satisface la siguiente relacion para las conjugadas de Legendre-Fenchel:

(3.1) YyeY, h(y) > sup {f"(y+2)—9g"(2)}

z€dom g*

(b) Suponga que g € I'g(X). Pruebe que entonces se tiene igualdad en (3.1), y deduzca la férmula
de dualidad de Toland-Singer:

mf{f—g} = mf{g"—f"}.

(c¢) Suponga ahora que (X, ||-]|) es un e.v.n. en dualidad con Y = X*. Dados dos convexos cerrados
C,D C X, se definen el exceso de Hausdorff de C' sobre D y la distancia de Hausdorff entre
C' y D, respectivamente por,

e(C, D) :=supd(z, D) € [0, +o0]
zeC

h(C,D) := max{e(C, D),e(D,C)} € [0, +c]
con d(x, D) = infyep ||y — z||. Usando (b), pruebe que

e(C,D) = | S}‘lllil{UC(w*)fUD(x*ﬂ-

Indicacién: sea g(z) = d(x, D), pruebe que ¢* = op + dp=.
Si ademas C'y D son acotados, muestre que se tiene la formula de Hormander:

W(C.D) = sup Joc(s") - ap(a’)].
I*E *

Problema 3.7 (x). (Un caso particular de la dualidad de Ekeland-Lasry). Sea (H, (-,-)) un espacio
de Hilbert y f € T'o(H). Sea A : H — H un operador lineal, continuo y autoadjunto. Se definen las
funciones ®, ¥ : H — R U {400} mediante

1
2

1

d(x) 5

(v, Az) + f(z) vy U(z) = ;(z, Az) + [*(—Ax).

Note que ® y ¥ no son necesariamente convexas.

(a) Pruebe quesiZ € H esun punto critico para ®, es decir, 0 € 9P(Z), entonces todo § € ker A+Z
es un punto critico para ¥, es decir, 0 € 0V (y).

(b) Demuestre que si entonces para todo punto critico § de ¥ existe Z € ker A + § que es punto
critico de @, y més atun ®(z) + ¥(y) = 0.
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Problema 3.8 (). Sea X un e.v.n. y X* su dual. Dado un s.e.v. M C X denotamos M* el
conjunto de los z* € X* tales que (xz*,x) = 0 para todo x € M. Un funcional z* € X* se dice
alineado con un vector z € X si (z*,z) = ||z||||a* ||«

(a)

Dado z* € X* muestre que

(3.2) inf |z"—z%|, = sup (", z)
zreMt z€M,||z||<1

y que el minimo alcanzado en algin x5 € M L. Pruebe ademés que zo € M alcanza el supremo
ssi z* — x(j esta alineado con xg.

Sea D = {z* € X*: (z*,x;) =a;, i=1...,n} con x1,...,2, € X y a1,...,a, € R dados.
Suponiendo que D es no vacio, pruebe que

(3.3) min 27l = mdx {35y aiyi ¢ || 25 il < 1}

y que el z* optimo esta alineado con ) ; y;x; donde y alcanza el maximo.

Se desea calcular el flujo de combustible u(t) para un cohete en ascenso vertical hasta alcanzar
una altura h en tiempo 7" minimizando el consumo fOT lu(t)|dt. La altura x(t) satisface &(t) =
u(t) — g con z(0) = #(0) = 0, de modo que integrando por partes el problema se plantea como

min{ i |u(t)|dt : [§ (T = tyu(t)dt = h+ §gT°}

Si bien el problema se formula naturalmente en L'([0,7]), este espacio no es reflexivo ni
tampoco un dual de modo que no podemos garantizar la existencia de minimos. Relajamos
el problema identificando los controles u(-) con derivadas de funciones de variacion acotada
v :[0,T] — R continuas por la derecha con v(a) = 0. Este espacio NBV([0,T]) se identifica
con el dual de C(]0,7T]) mediante el pareo de dualidad (z,v) = fabx(t) dv(t), e incluye a L'
a través de la identificacion dv(t) = u(t)dt. La norma dual viene dada por la variacion total
vl = fo |dv(t)|, de modo que el problema relajado resulta ser

12
a= Elegv{fO |dv(t) fo T —t)dv(t) = h+ 39T}

Usando la parte (b) pruebe que este tltimo minimo es alcanzado y que

o =mix{y(h+597%) : |(T = ylloo < 1|} = 702 + 39T7)

Probar que v € NBV (]0,T) esta alineada con x € C([0,77]) ssi v solo varia en el conjunto I'
de puntos t € [0, 7] tal que |z(t)| = ||2|loo, con v(t) no-decreciente si z(t) > 0 y no-creciente si
x(t) < 0. Deducir que si I es finito, entonces un funcional alineado v es constante por pedazos
con un numero finito de discontinuidades de salto.

Deduzca que el control éptimo v de la parte (c) solo puede variar en ¢ = 0 de modo que v es
una funcién escalén y u = dv es un control impulsivo en ¢t = 0. Determine el horizonte T" que
minimiza « y encuentre el control 6ptimo v correspondiente.
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Problema 3.9. Consideremos el problema de optimizacién

(P)

mf f(x); zeC:={xeX : fi(x) <0 i=1,..,m}

donde f, f; : X — RU{+4o00}U{%00} son convexas y propias, que satisfacen int(C)Ndom f # (). Sea
L: X xR™— RU{+o00} U {+0o0} el lagrangeano usual asociado a (P). Consideremos el siguiente
conjunto

(a)
(b)

A(P) = {)\ERT : inf Le,\) = inf (f + ¥c) () GR}.

Demuestre que si Z es minimo de f en C, entonces 3\ € A(P) tal que Z es minimo de L(-, \).
Definamos el conjunto
B={(z,y) € X xR™ : fi(x) <wy;, Vi=1,....m},

y las funciones
F(z,y) = f(&) + ¥p(z,y) vy g(y) = nf Flz,y).
Demuestre que la funcion g es convexa y que se tiene que —dg(0) = A(P).

Indicacion: Para la inclusion C, pruebe que ¢'(0;d) < 0, Vd € R™, de donde se concluye la
positividad de las componentes de un elemento en —dg(0).

Problema 3.10. (Karush-Kuhn-Tucker en el caso diferenciable no convexo)

(a)

Consideremos una funciéon f : R® — R una funcién diferenciable y acotada inferiormente.
Pruebe que para cada € > 0 existe z. € R" tal que |V f(z.)| <e.

Indicacidn: considere z. un minimo global de la funcion f+-¢||-|| y suponga que ||V f(z:)|| > €,
pruebe entonces que en ese caso f'(z.;d.) < —¢||d.|| con d. := —V f(z:) y que esto contradice
la optimalidad de z..

1

Demuestre el Teorema de la Alternativa de Gordan: dados a°,al, ...,a™ € R™, uno y s6lo uno

de los siguientes sistemas (S1) y (S2) admite una solucion.
(S1) Yo dia’ =0, >0 A =1, 0 < Ao, AL, ooy A
(S2) (a’,d) < 0 para todo i = 0,1,...,m, d € R".

Indicacién: pruebe que si la funcién f(z) = log (3 /%, exp(a’,z)) es acotada inferiormente
entonces (S1) tiene una solucion.

Sean go, 91, ..., gm : C C R™ — R funciones continuas en C'y diferenciables en z € int(C'). Se
definen

g(x) = Orgnig{gi(x)} y J:={i|g(x) =g}

Pruebe que Vd € R™:

(c.1) liminf L [g(z + td) — g(z)] > (Vagi(z), d), Vi € J.

t—0t
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(c.2) Tmsup ! [g(z + td) — g(z)] < max{(Vgi(),d)}.
t—0+ ict
Indicacién: razone por contradiccién probando que si lo anterior no fuese cierto entonces

existirian € > 0 y j € J tales que para una sucesion t;, — 07 se tendria que
. _ ) _
a(g(ﬂj +ted) — 9(2)) 2 mix{(Vgi(z),d)} +e.

(3) 9'(7:d) = méx{(Voi(2), )}
(d) Considere el siguiente problema de minimizaciéon con restricciones:
(P) min{f(z) | gi(x) <0 parai=1,2,...m, z € C},

donde f, g1,...,gm : C C R™ — R son funciones continuas. Suponga que (P) tiene un minimi-
zador local z € int(C) y que f,g; (i € I(z) := {i | g;(T) = 0}) son diferenciables en z. Pruebe
que:

(d.1) (condiciones de Fritz-John) existen Ao, \; € Ry (i € I(Z)), no todos nulos, que satisfacen

(3.4) MVFE) + > AiVgi(x) =0.
icl(z)

Indicacion: verifique que ¢'(Z;d) > 0 para una funcion g escogida apropiadamente y luego
aplique el Teorema de la Alternativa de Gordan.

(d.2) (condiciones de Karush-Kuhn-Tucker) si ademéas se satisface la condicion de calificacion
de Mangasarian-Fromovitz :

(MF) 3d € R" : Vi € I(3), (Vg;(%),d) <0,

entonces es posible tomar Ao = 1 en (3.4).
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Capitulo 4

Aplicaciones al Calculo de Variaciones

En esta seccion revisaremos algunos ejemplos del Calculo de Variaciones y del Analisis Variacio-
nal. Las técnicas usadas son aplicaciones de la Dualidad Convexa, revisada en la seccién anterior,
a los espacios de Sobolev. Es recomendable tener frescos algunos resultados de Teoria de las Distri-
buciones y de espacios de Sobolev. Se recomienda revisar | |.

4.1. Problema de Dirichlet

Sea Q C RY un abierto acotado y consideremos los espacios X = H}(Q), Y = L2(Q)N y
sus respectivos duales topologicos X* = H™1(Q), Y* = L2(Q)" (identificaciéon). Nos interesa el

problema
inf {/|Vu ]dx—/f },
uEHl(Q

donde V denota el gradiente débil y f € L?*(Q2). Sean F: H}(Q) —> R definida por F(u) =
— Jo f( r)dr y G: L*(Q)YN — R con G(p) = %HpH%Q(Q)N =1 o> 1p1 x)dx, de modo que

podemos eSCI‘lbII‘ (P) de manera equivalente por

inf
nf F(u) + G(Au)
donde A: H}(2) — L?(2)Y esta definida por Au = Vu que resulta ser lineal y continua. Es facil

ver que
0 siu*=—f,
+o00 sl no.

y que G*(p*) = %Hp*H%Q(Q)N. Podemos carecterizar A*: L2(Q)N — H~1(Q) por

Vu e Hy(Q),  (A"*,u) g—1(q) mi(e) = 0 Au) p2)v 2oy = —{divp*, ) g-1(0), 1 )-

Asi A*p* = —divp* (en el sentido de las distribuciones). Luego, el problema dual de (P) es
I 1 * * : *
(D) 1nf{2||p ||%2(Q)N ‘ p* e LX)V, divp* = —f}

93
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La calificacion primal es 0 € int(dom(G) — Adom(F)) que es equivalente a 0 € int(L?(Q)V) =
L2(Q)N. Luego se satisface la calificacién primal y como inf(P) < 0y F(v) + G(Av) es coerciva
(el lector debe verificar esto) se tiene que S(D) # () y, mas aun, (D) tiene solucion tnica. Sea @
solucion de (P) y p* la solucion de (D). Las ecuaciones de Euler-Lagrange son

div(p®) € OF (u) = {—f}
7 € 9G(Va) = {Va),

y equivalen a

div(p®) = —f
p* = Va.
Luego u es solucion (débil) de
—Au = fen
u = 0 sobre 0€2.

4.2. Problema de Stokes

Sean 2 C R abierto acotado y f € L?(2)3. El problema de Stokes consiste en encontrar un
campo de velocidades u = (u1, ug, u3z) € H'(2)3 y una funcion de presion p € L2(12) tales que

—Au+Vp = f enf),
(S) div(u) = 0 en(,
U = 0 sobre 012,

donde Au = (Auy, Aug, Aug). Este problema corresponde a un modelo simplificado de un fluido
homogéneo e incompresible con 2 C R3 la regién que contiene al fluido, que supondremos de frontera
0L regular.

Veamos la formulacion variacional del problema. Dada ¢ = (o1, 2, ¢3) € D(Q)3 (donde D(Q)
denota el conjunto de funciones de clase C'* sobre €2, a valores reales y con soporte compacto).
Notemos que si (u, p) son soluciones clasicas, entonces

g/QVUiVSO_/deiV(Qp):/QfU

y definimos una solucion débil de (S) como un par (u,p) € H'(2) x L?(Q) tal que

(x) Vv € HJ(Q)3, izs;/QVuini—/deiv(v):/va.

Consideremos el espacio V = {v € H}(Q)? | div(v) = 0} dotado del producto interno ((u,v)) :=
S0 Jo VuiVu; y la norma |[|-|| inducida por tal producto interno. Es facil ver que (V,|[-||) es un
espacio de Hilbert. Ademas, u € V es solucion de

PR S
P i 5l [ o
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si, y solo si,

voe Ve ()= [ fo

que corresponde a (*) cuando hacemos div(v) = 0.

Pero, jcomo recuperamos la presion? Construiremos un problema dual asociado a (P) que nos
permitira obtener la presion p que perdimos en el camino. Sean X = H}(Q)3, Y = L?(Q) =Y* y
X* = H1(Q). Definamos las funciones

F : X — R G :' Y — R A X —
v gl = S fo y = o0y, v

Asi podemos escribir el problema primal como

(P) 1é1f F(v) + G(Av).

El dual en el sentido de Fenchel-Rockafellar es
(D) inf F*(=A"p")+G*(p")

p*ey*

donde G*(p*) =0y

FP(=A"p") = sup {<_p ydiv(v)) r2(0) — §HvH2 +/ fv}
veX Q

_ ¢ 1 2 * 11
== {0l = [ o+ [ 5 aive).

Este tltimo problema es coercivo (verifiquelo) y estrictamente convexo, luego para cada p* € Y*
existe una tnica solucion v,x € X que esta caracterizada por:

Vh = (h17h27h3) € X, ((Up ) )) <f7 >L2 (Q) + <p dlv(h)>L2(Q) =0.

En particular, para cada i = 1,2,3 y w € H}(2) se tiene que

/va )iVw — /fw—i— 8%—0,

—Avps — Vp* = fen Q)

de donde deducimos que

(en el sentido de las distribuciones). Es directo verificar que

—A*p*) = Zuvvp

de modo que podemos reescribir el dual como

||Up*”§{6(g)37

1
(D) fEZf(Q) { §||vp*\|§{é(m3 ‘ vy € H3(Q)? es solucion de — Avpe — Vp* = f en Q} .
p*e



96 CAPITULO 4. APLICACIONES AL CALCULO DE VARIACIONES

Sea u € X la solucion de (P) y supongamos que (D) admite solucion p* (la cual no es tnica,
ipor qué?). Tenemos que la relacion de extremalidad es

F(u) + F*(-A"p") = (u, —A"p") = 0,
lo que implica que
FY=A"p") = (v, —A"p") — F(v)
y en consecuencia @ = v(p*). Luego,

div(z) =0 en Q,
—Au+ V(—p*) = f en Q,
u=0 € 0N,

lo que equivale a que (@, —p*) sea solucion débil del problema de Stokes.
Para finalizar, probemos la existencia de una solucion de (D). Veamos la condicion de calificacion
dual:
0 € int(dom(F*) + A*L*()).

Pero F*(—A*p*) = 3|lup||? v se verifica que —A*p* € int(dom(F*)) para todo p* € L2(12), de
modo que deducimos que inf(D) = —min(P) € R. Sea p} una sucecion minimizante para (D). En
particular tenemos que existe C' > 0 tal que para todo n € N se satisface que |lvp: H(Q) <C,lo

que implica que (vp: ), esta acotada en Hj(2)® y por lo tanto (Vp}), esta acotada en H1(Q) y de
aqui concluimos que (p), esta acotada en L?(Q)/R. Pasando a una subsucesion si fuese necesario,
tenemos que (p} ), converge débilmente hacia p* € L?(Q2)/R que resulta ser soluciéon de (D).

4.3. Problema de la torsiéon elasto-plastica

Dado f € L?(f2), consideremos el siguiente problema:

. 1 2
(P) ;gg{z/Q]Vv] dm—/ﬂfvdx}

donde C := {v € H}(Q) | |Vv| <1, en Q — c.t.p}, que es un convexo cerrado y no-vacio . Como el
problema es coercivo, se deduce que S(P) # (). Es facil ver que u € S(P) si, y solo si, u es solucion
de la siguiente desigualdad variacional:

V) u e C,
Yoel, ((u,v—u))—(f,v—u)>0,

donde ((+,-)) denota el producto interno en Hj(Q), es decir, ((u,v)) = [, VuVv. Notemos que de
aqui se deduce la unicidad de la solucion de (P). Sea @ tal solucién y recordemos el Teorema de
Brezis-Stampacchia:

Teorema 4.3.1. Si f € LP(Q) con1 < p < 400 y Q es reqular (de clase C?), entonces i € WP ().
Si f € L, entonces i € W>%(Q), Ya € [1,+00[. De las inyecciones de Sobolev, i € C(Q).
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Tomemos X = H}(Q), X* = H1(Q), Y = L?(Q)" = Y*. Definamos las funciones A: X — Y,
Av=Vvy F: X - R, G: Y — R dadas por

Fo) = [ [VoPda = [ fods 5 Gl)=ds(o),

con S = {pec L2 Q)Y | |p(x)| <1, en Q — c.t.p.}. Luego, (P) equivale a

Ulél)f( F(v) + G(Av).

Es facil ver que
* * 1 * * * *
() =510+ Fle @00 = [ 1]
Q
de donde formulamos el problema dual por
@ it ASldive e+ [ ]
in —||div - .
preld )N | 2 p H-1(Q) 0 p

La calificacion dual equivale a 0 € int(H~(Q) + A* dom(G*)) por lo que S(P) # 0 (ya lo sabfamos)
y min(P) = —inf(D).
Si p* € S(D), las relaciones de extremalidad conducen a

1. F(u)+ F*(—A*p*) = (divp*,u) lo que equivale a —Au — divp* = f (en H1()).

2. G(Au)+G*(p*) = (p*, Au) lo que equivale a |Vu| < 1 c.t.p. y fQ|ﬁ*‘ — fQ 5*V. Esto implica
que |[p*(z)| = p*(z)|Vu(x)| en Q — c.t.p..

De esta relacién deducimos que en £ — c.t.p. se tiene que

{ 0 si |[Va(z)] < 1,
AMx)Va(x) si|Val =1,

donde A\(x) = |p*(z)|. En consecuencia,
() — Au — div(A(z)Va) = f en H1(Q).

Reciprocamente, si existe A € L%(Q) tal que A(z)(|Va(z)| — 1) = 0 y que verifique (x), entonces
definiendo p*(x) := A(x)Vu(x) se verifican las condiciones de extremalidad y en consecuencia p* €
S(D). El problema es que (D) no admite necesariamente una solucion. (Notar que (D) es coercivo
en L'(Q)Y pero este espacio no es reflexivo).



98 CAPITULO 4. APLICACIONES AL CALCULO DE VARIACIONES

4.4. Problemas

Problema 4.1 (Problema de visco-plasticidad). Consideremos el problema de visco-plasticidad
definido por

(P) uerggr(lm{ /IVu )|PdA(z +B/W ) dA(z /f )},

donde Q es un abierto acotado de RN, a, 3 >0y f € L?(£2). Este problema se puede escribir en
el formato de la dualidad de Fenchel-Rockafellar min, ¢ y1 () O (u) + \Il(Au) tomando ® : H}(Q) —

R, ¥ : L2(Q)N - Ry A : H}(Q) — L*Q)N definidos mediante ®(u = [o fud), ¥(p) =
a [opIZdA+ 8 [, IplldA, y Au = Vu.

(a) Pruebe que el dual correspondiente est4 dado por

(D) win { o [0 @) - e | an) =1}

p* EL2 (Q)N

(b) Pruebe que v(P)+v(D) = 0, que (P) admite una tunica solucion y que (D) admite soluciones.

(c) Pruebe que u € S(P) y p* € S(D) si, y solo si, div(p*) = —f (en el sentido de distribuciones)
y ademés se tiene que Vii(z) = 1[|p*(z)| — 8]4p*(x)/[p* ()] c.t.p. en Q.

Problema 4.2. Sea Q C R™ un abierto acotado de frontera regular. Consideremos f € L*(Q) y
B : R — R una funcién continua no-decreciente tal que |3(u)| < a+ blu| para todo u € R con a y b
constantes positivas. Para cada condicién inicial ug € L?(€2) consideremos la ecuaciéon de evolucion

{ o = Du—pBu)+ f
u(0) = ug

(a) Pruebe que esta ecuacion admite una tinica solucion u € L°(0, 00; L2(2)) tal que u(t) € Hg ()
para t > 0.

(b) Pruebe que cuando ¢ — oo, la trayectoria ¢ + u(t) converge débilmente en L?(f2) hacia la
Unica solucién de

(P) Igr(lm{; [ wutpas + [ gtueyts - [ ).

donde g(u) = [ 8



Capitulo 5

Penalizacién en Optimizaciéon Convexa

5.1. Preliminares.

Dado un conjunto finito I consideremos un programa convexo de la forma
(P) v=min{fo(z) | fi(x) <0, iel},

y un problema sin restricciones

(Pr) Ur=mfn{fo($)+r29<fiix)> ‘ xeR”}

el

definido para cada r > 0. La idea es que (P,) penaliza la violacion de las restricciones de (P)
mediante la funcion 6 (mas adelante mostraremos hipotesis adecuadas que formalizan esta idea). El
objetivo de este capitulo es analizar cuan bien (P,) aproxima a (P). Mas especificamente, estudiamos
la convergencia de los valores de los problemas aproximados (P,) al valor del problema (P) (esto
es, estudiamos la convergencia de v, a v) y, ademés, nos preguntamos por la convergencia de las
soluciones generadas a partir de (P,). Terminamos el capitulo con el estudio de problemas duales
generados a partir de este esquema.

Presentaremos ahora una clase de funciones que sera especialmente importante en nuestro ana-
lisis.
Definicién 5.1.1. Diremos que una funcién f: R®™ — R pertenece a la clase Q si es convexa y
satisface la siguiente propiedad:

Si f es constante en el segmento de recta [z, y],
entonces es constante en toda la recta que pasa por x e y.

(%)
Ejercicio 5.1.1. Suponga que f € Q y que el convexo C C R" es tal que f es constante en C.
Muestre que f es constante en aff(C').

Ejemplo 5.1.1. Algunas funciones relevantes:
» Las funciones lineales, las cuadraticas, y las reales-analiticas tienen la propiedad (*).

» SifeQ, Aeslineal, y 0: R — R es estrictamente convexa y creciente, entonces oo fo A € Q.

99
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= Si f es estrictamente convexa, entonces f € Q.
» Si f,g € Q, entonces no necesariamente max{f, g}, f +g € Q.

A lo largo del capitulo supondremos que

fo, fi: R™ — R son funciones convexas, I es un conjunto finito;

(a
(

b) El conjunto de soluciones S(P) es no-vacio y acotado;

(c) fo.fi € Q;

(d) : (—oo,k) = R, con k € [0, +00], es una funcion estrictamente convexa diferenciable tal que
0'(u) > 0, con #'(u) — 0 cuando u — —o0, y #'(u) = 400 cuando u — k—;

)
)
)
)

(e) Si k= 0 supondremos la condicion de Slater: 3z tal que f;(2) < 0 Vi € I.

Diremos que 6 es una funcion de penalizacion si satisface (d) y la extendemos a todo R mediante

0(u) {h’mu_m_ O(u) siu=k;

+00 sl u > K.
En este contexto, el conjunto de hipotesis (a) ... (e) lo denotaremos (Hy).
Ejemplo 5.1.2 (Funciones de Penalizacion). = Penalizacién Logaritmica
O(u) {—ln(—u) s? u <0,
400 si no.

s Penalizacion Inversa

+o00 sl no.

1
H(U):{ % siu <0,

= Penalizacién Exponencial

= Penalizacién Logaritmica Desplazada

Ou) {—ln(l—u) siu <1,

+o0 si no.

= Penalizaciéon Hiperbolica

+o00 sl no.

= Penalizacion Raiz
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5.2. Algunos Resultados de Convergencia

Lema 5.2.1. Sea C C R™ un convexo no-vacio tal que fy, f; son constantes en C. Entonces C tiene
un solo elemento.

Demostraciéon: Supongamos que existen z,y € C, con x # y. Las funciones f;, i € I U {0}, son
constantes en [z, y] y luego son también constantes en aff({z,y}). Sea d = y —x. Para t € R se sigue
que fi(z +td) = fi(x). Luego! f7°(d) =0y d es direcciéon de constancia para f;, i € I U {0}.
Consideremos ahora z* € S(P). Luego fo(z* + td) = fo(z*) = vy fi(z* +td) = fi(z*) <0
Vt > 0. Se sigue que S(P) es no acotado, lo cual es una contradiccion. O

Proposicion 5.2.1. Para cada v > 0 existe un unico minimo xz(r) € S(P,). Ademds v, — v y
dist(z(r), S(P)) — 0 cuando r — 0.

Demostracién: Fijemos r > 0y sea f.(z) = fo(z) + rzielﬁ(@). Probaremos que f, es inf-
compacta o, de manera equivalente, que f>°(d) > 0 para todo d # 0.
No es dificil mostrar que

f5°(d)  simo.

Sid # 0 es tal que f°(d) < 0, entonces d satisface que f°(d) < 0 para todo i € I U {0}.
Tomando z* € S(P) se sigue que z* +td € S(P) para todo ¢t > 0 contradiciendo asi el acotamiento
de S(P). En consecuencia, S(P,) es convexo, no-vacio y acotado.

Veamos ahora que S(P,) tiene un solo elemento. Si no, existen z,y € S(P,), con x # y. Luego
[z,y] € S(Py). Se tiene que f;i(x) = fi(y) Vi € I. De lo contrario, tomando z = (z + y)/2,

oo 400 si para algun i, f>°(d) > 0,
£2(d) = { “

7)< 3 () + fofo) 4 30 (LAWY
i€l
< 5 (ola) + foly +z (1) 4 100

donde la segunda desigualad es estricta ya que estamos suponiendo que existe ¢ € I tal que f;(z) #
fi(y). Pero lo anterior no puede ser ya que v, es el infimo de (P,). Se sigue que fi(z) = fi(y) Vi e I
y luego fo(z) = fo(y)-

De este modo las funciones f; son constantes en S(P,) para ¢ € I U{0} y, en virtud del lema
anterior, S(P,) = {z(r)}.

Estudiemos la convergencia. Consideremos z* € S(P) y x} = (1 —€)z*+€z, con & = 2* si k > 0,
y & un punto de Slater si k = 0. Ya que v, < f.(z}), se tiene que

limsup v, < limsup fr(z) < fo(z) < (1 =€) fo(z*) + efo(Z).

r—0t r—0t

Como v = fo(z*), se sigue que limsup,_,o+ v, < v.

!Para simplificar la notacién, en este capitulo denotaremos la funcién de recesién mediante el simbolo co como
superindice, a diferencia de lo que hicimos en la Definicién 1.2.5.
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Veamos ahora que x(r) es acotada. De lo contrario, existe r, — 07 tal que ||z(ry)|| — +oo y
(') s @ # 0. Se tiene que fro(@(rr)) < fr.(xF) y luego

Tz(r)ll

folar(ri)) + 7 i OCPGE) _ fry ()
() = Tt

Esto equivale a

(i) Iaro)l ,
Ol ) _ S (ad)

=)l = ()l
Tk

Jo(z(r))
ShA bl 4
ECIeS
de donde se sigue que f5°(d) + >, 0°(f°(d)) < 0. En consecuencia, f*(d) < 0i € IU{0}
contradiciendo de este modo el acotamiento de S(P).
Consideremos g = limy_,o 2(ry) un punto de acumulacion de (z(r)),>0. Se tiene que f,, (z(rg)) =
Ur,, ¥, tomando limite, deducimos que fo(zo) 4> ;7 0°°(fi(zo)) < v. Se sigue que fi(xo) <0 Vi€ [
y fo(xo) < v lo que equivale a zy € S(P).
Finalmente mostremos que v, — v. Tomemos 7 tal que v,, — liminf. o+ v,. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que x(rx) — xg. Del argumento anterior

v, = folwo) + > 07(fizo)) = v

i€l
y luego liminf, g+ v, = v. O

Hemos probado que v, — v y que cualquier punto de acumulacion de la sucesion z(r) es solucion
del problema (P). Sin embargo, es de especial interés analizar la convergencia de z(r) (obviamente,
esto no es trivial sélo si S(P) tiene més de un elemento).

Ejemplo 5.2.1. Esquema de Penalizacion de Tikhonov. Sea el programa convexo
(P) v=min{p(z)|zeR"},

donde ¢ € T'o(R™), y consideremos x(€) la tnica solucion del problema
— mi € 2 n
ve =min {(@) + || |z € R},
con € > 0. Supongamos que S(P) # () y consideremos = € S(P). Es facil ver que
€ 9 €019 € 12
p(z(e) + 5llz()" < (@) + SlIZII° < p(a(e)) + Sl

Luego [|z(€)|| < ||Z]| v z(€) es una sucesiéon acotada y converge (via subsucesion) a z*. Del mismo
modo ¢(z(€)) < ¢(z) + §[|Z[|*. Tomando limite cuando e — 07, deducimos que p(z*) < p(z) =
Asi dist(z(€), S(P)) — 0. Méas aun, ya que ||z*| < ||z|| Vz € 5(77), se sigue que x(€) converge al
elemento de norma minima de S(P):

z(e) = Proygp)(0), €— 0t.
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Volvamos al anélisis de la convergencia de las soluciones primales en nuestro esquema de penali-
zacion. Sea z* = limy_, o #(rg) un punto de acumulaciéon de x(r). Luego x* € S(P). Sea T € S(P)
y T = x(ry) — 2* + & — T cuando k — 4o00. Se tiene que fy es constante en [z*,Z] y luego es
también constante en aff([x*, Z]). Se sigue que d = & — x* es direccion de constancia para fo y en
consecuencia fo(ZTg) = fo(x(rk) +d) = fo(x(rk)). De la desigualdad f, (x(rg)) < fr, (Zk) se sigue

S (10) < (1)

el i€l

Del mismo modo podemos definir Iy = {i € I | f; es constante en S(P)} y deducir que para i € Iy
la direccion d es de constancia para f;. De este modo se tiene que

Ze(fz Tk > Ze(flxk>
¢ i¢Io

Motivados por el Ejemplo 5.2.1, quisiéramos ahora, mediante un proceso limite, obtener informacién
del tipo I'(zo) < I'(z*), donde T" es algtn criterio que tendremos que definir. En la proxima seccion
presentaremos las herramientas que nos permitiran abordar esta pregunta mas adelante.

5.3. Medias Asintoticas

En lo que resta del capitulo, suponemos que 6 es tal que para y €] — oo, 0[F la funcion

Ag(y) = lim 7671 (ig@ (%))

r—0t

esta bien definida.
Ejemplo 5.3.1. » Para 0(y) = —In(—y), 4g(y) = — [IIF_, (—ys)] Yk e la media geométrica.

» Para 0(y) = —=, Ag(y) = Z T o la media armonica.
& = y,L

= Para 0(y) = e¥, Ag(y) = max;j—1, ry;.

Ejercicio 5.3.1. Pruebe las afirmaciones del ejemplo anterior.

Observacién 5.3.1. Si z — M(z) = 07! (% Sk H(zz)> es convexa, entonces Ag = M y en
particular, Ay esta bien definida.

Proposicion 5.3.1. La funcion Agp: | — oo,O[k—> R es simétrica, positivamente homogénea, no-
decreciente por componentes, convexa y satisface

k
D oy < Agly) < mix y;.
i1 i=1,...,k

El e
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Demostracién: Todas las propiedades son faciles de demostrar salvo la convexidad. Veamos primero
que Ay es cuasi-convexa (tiene conjuntos de nivel convexos). Para esto basta probar que la funcion

Ar(y) =167 ( }:9(%))

es cuasi-convexa (pues la cuasi-convexidad se preserva bajo limite). Es directo ver que dados y €
] —00,0[F y A € R se tiene que

0o (3)]

de donde la propiedad se sigue en virtud de la convexidad de la funcion de penalizacion 6. Finalmente,
la convexidad de Ay se sigue del lema de més abajo. O

Lema 5.3.1 (Crouzeix). Sea 6: P — R una funcion positivamente homogénea y cuasi-conveza, con
P un cono convexo. Si d(y) <0 Vy € P (o bien §(y) >0 Yy € P), entonces § es conveza.

Extendamos continuamente ahora la funcién Ay a todo | — 0o, 0]¥ y notemos que tal extension
es Unica y la denotamos también Ay. En efecto, tal extension esta dada por la formula

Ap(y) = lim Ap(y — €1),

e—0F

donde 1 es un vector que contiene 1 en todas sus componentes. Es directo ver que Ay es simétrica,
positivamente homogénea, convexa, continua, no-decreciente por componentes, y satisface

=

k
D Ty < Ap(y) < méx ;.
=1 J=1,....k

Ejercicio 5.3.2. Muestre que efectivamente Ay es continua en | — 0o, 0]*.

La siguiente propiedad muestra que es posible definir clases de equivalencias para funciones de
penalizacién que comparten funcién de media asintotica.

Proposicion 5.3.2. Sean 61,05: R — RU {400} convezas, estrictamente crecientes y finitas en
| — 00,0]. Si se tienen las siguientes condiciones

(a) inf @) = inf Oy;
(b) Ty oo O _ g5 .

entonces Ag, y Ag, coinciden (o ninguna de las dos existe).

Demostracion: Para cada p > 1, existe r(p) > 0 tal que

8 _ 05 (Ba(yi/)

P e < Bp ¥r€lo,r(p)|.
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Suponiendo que Agp,(y) existe, de lo anterior se sigue que

A02 (pr) = 6PA02 (y)

< liminf ¥,
r—0+

< limsup ¥,
r—0+

< Ae2<ﬁy>

= 51492 (y),

con ¥, = 7“92_1(% Zle 61(%)).

Por otro lado, se tiene que %Zle 61(%) — inf §; = cuando r — 0*. Ademas, de (b) se sigue
que

by ()

o1 (@)

cuando z — . De estas dos observaciones deducimos que

roy (£ S0F 01(%))
o7 (3 8 01(4))

—p

1
@

]+

cuando 7 — 07. En consecuencia,

liminf ¥, = 8 lim inf 7’91_1
r—0+ r—0+

r—0t r—0t

k
limsup ¥, = Bh’msuprGl_l (; 291 (%)) .

De esto se deduce que

r—0t

k
BpAg,(y) < fliminf r&fl (; Z 0, (gj))

=1
1 i Y
< Bl 0| - =
<o (3 50 ()
B
S;AGZ(:U)

Tomando p — 1 se concluye que Ay, (y) existe y coincide con Ay, (y).
Finalmente, para probar la reciproca basta notar que

-1
o A O20) g, v L
U——00 U v—> 0002 (91(1))) ﬁ

e intercambiar los roles de Ay, (y) v Ag, (v) O
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Corolario 5.3.1. Sea 68 como en la proposicion anterior. Entonces

(i) Stlimy,—_oo ub(u) < 0, entonces

-1
Ap(y) = [2 ;] :
— y;

o
Il

0(u)

(ii) Silimy,—_ o ue < 0, entonces

(#3) Silimy oo W < 0, entonces

Ap(y) = iglléxk Yi.

Ejercicio 5.3.3. Pruebe que si 6 es ademéas de clase C? en R_, con lim,__ o % > 0, entonces

Ag(y) = max;—1,. k Vi
5.4. Convergencia Primal del Método de Penalizaciéon
Adicionalmente en el resto del analisis consideramos la hipétesis

(Hy) Yu,v € [—o0,0], 'nlléxkui # .Irlléx vj =
= i=

----- yeeske we

1’nuf Ag(w) < max{Agp(u), Ag(v)}.

v]
Definicién 5.4.1. Para cada convexo cerrado no-vacio C' C S(P) definimos
Ic ={i €] f; no es constante en C'}.

Cuando I # 0 definimos ¢¢: aff(C) — R U {+oco} mediante

po(z) = {fgm) ek} dz=co
Del mismo modo definimos vg = inf oo v So = arg min ¢
Lema 5.4.1. Consideremos C C S(P) convezxo cerrado no-vacio tal que Sc # 0. Entonces
(i) 3z € C tal que f;(%) <0 Vi€ I¢.
(i1) Vx,y € C,Vi & Ic se tiene que f°(x —y) = 0.

(111) Ic =10 si, y sdlo si, C tiene un solo elemento.
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(iv) Siv? — v,r; — 0%, v €] — 00,0]F, entonces

. .
1 v?
s —1 7

o) < it (30D

Si v €] — 00,0[F, entonces el limite existe y

1 b v

Ag(v) = i 0 () 6(-1)).

o(v) k:—1>r-&r-loork (k P (rk))

(v) Silc #0, entonces So C C y Ji € I 3B < 0 tales que fi(x) = Va € Sc.

Demostracién: (i) Dado x € C, fi(x) < 0 Vi € Ic. Como para cada i € I, f; no es constante en
C, existe z; € C tal que fi(z) <0y fj(z;) <0 Vje lo\{i}. Tomando Z = II%JI > icro Ti € O se
tiene que f;(2) <0 Vi € Ic.

(ii) Para i ¢ Ic y x,y € C se tiene que f; es constante en [z,y]. Luego f; es también constante
en aff({z,y}) de donde se sigue que f°(z —y) = 0.

(iii) Supongamos que Ic = @) y que C no es un singleton. Luego existen z,y € C,z # y. De (ii)
se sigue que x — y es direccion de constancia para f;, i € I U {0}, y luego S(P) es no acotado, lo
cual es una contradicciéon. La otra implicancia es evidente.

(iv) Sean € > 0 y j suficientemente grande de modo tal que v — el < v7. Se tiene que

1 K V; — € 1 i V!
-1 Z i -1 Z i
"¢ <k 0( rj )) =750 (’f ’ <7“J>>
i=1 i=1

de donde deducimos que

A A
1 vl

_ < l{imi -1 = (] .

Ag(v —€l) < 1jlm_&nf7”]0 <k: ;1 0 (TJ))

La primera parte de la propiedad se sigue entonces de la arbitariedad de € > 0.
De la misma forma se tiene que v 4+ €l < 0y v/ < v + €l, para € y j adecuadamente escogidos.
Luego, si v < 0,
lim sup ;0 ~* 1§k:9 Uzj < Ap(v+€l)
j—>+oop ’ ke \7i -
de donde se sigue la igualdad deseada.
(v) Para probar que S¢ # C basta mostrar la existencia de i € I \ Ig,, es decir, basta ver que
para algtn ¢ € I¢, f; es constante sobre Sc.
Se tiene que max;cj, f; es constante en Sc. De lo contrario existirian z,y € Sc tales que
méx;er, fi(x) # maxier. fi(y). Tomando z = ay + (1 — a)z se tiene que f(z) < af(y)+(1—a)f(z)
de modo que

Ap(pc(2)) = Ap((fi(2) | i € Ic)) < Ag(a(fily) [ i € Ic) + (1 — a)(fi(z) | i € Ic)).
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Notemos que el argumento de Ay en el término de la izquierda pertenece a [f(y), f(x)]. Por otro
lado, en virtud de (H7), se tiene que

inf Ap(u) < méx{pc(z), pc(y)} = inf v,
wE[u,v]
lo que entra en contradicciéon con lo anterior.
Definamos f como el valor de méx;ecs. f; sobre S¢. Probemos que existe i € I tal que f;(x) =
B Yx € Sc. Supongamos que no. Luego para cada i € I existe x; € S¢ tal que fi(z) <
y fi(xi) < B Vj € Ic\ {i}. Tomando & = ﬁZieIc x; se tiene que f;i() < B Vi € I y en
consecuencia méx;es,, fi(2) < . O

Corolario 5.4.1. Sea la sucesion S° = S(P) y S¥*! = argmin pgr. Entonces S° D S 5 §% D
Ademds, definiendo I* = Igk, se tiene que I 5 I' 5 I? o .... En particular, existe k tal que
Igi =0 y por lo tanto S* = {2%}.

A continuacion mostramos el principal resultado concerniente a la convergencia primal del mé-
todo de penalizacion.

Teorema 5.4.1. Supongamos (Hy), (H1). Entonces (Pr) admite una tinica solucion x(r) y se tiene
que v, — v y 2(r) — 2% cuando r — 0.

Demostracion: Sea Z = lfm;_, oo (r;) un punto de acumulacién de z(r). Luego Z € SY. Probemos
inductivamente que Z € S¥*1 con lo cual obtendremos que Z = 2.

Supongamos que Z € S*. Luego x?
[z, xe] € S*. Ademas, para i ¢ I*, f; es constante en S* y, en consecuencia, es también constante en
aff({z, 29}). De esto se sigue que Z—2? es direccion de constancia para f; con i ¢ I*. En consecuencia,

filz(ry)) = fi(xg) Vi ¢ I*. Por otro lado, de la optimalidad de z(r;), f,, (z(r;)) < fr, (:U?) Asi

fz rj ) fz
il 0 - 0
S e ( <o i 2 ( >

ielk

=z, — T+ z? = 2¢. Notemos que i’,xe € S* de modo que

Consideramos separadamente dos casos. Primero, si fi(ma) < 0 Vi € I*. De la desigualdad
anterior y del Lema 5.4.1 deducimos que

— , . ]. —1 1
sosk(:r)éljlgl;gf;j@ kZI: ( >
1
< lim —67' | —

<@g (@)
:l/l'lfQDSk.

De este modo 7 € Sk+1,
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Consideremos ahora el caso en que fi(xe) > ( para algan i € I*. Podemos reemplazar z? por
(1 — a)z? 4+ a#, donde & € S* es tal que f;(#) < 0, Vi € S* (véase el lema anterior parte (i)).
Reproduciendo el analisis previo,

psi(£) < (1— a)pgr(z”) + apge(d).
Tomando o — 07, se concluye que z € SF*1. O

Ejercicio 5.4.1. Pruebe que si Ay es estrictamente convexa, entonces S' = {me}.

5.5. Convergencia Dual del Método de Penalizaciéon

Consideremos la funcion ¢: R" x R™ — R U {400} definida mediante

+00 si no,

o(z,y) = {fo(w) si fi(x) +y <0Viel,

la cual es una funcion de perturbacion para (P). Es facil probar (véase Ejemplo 3.1.1 y Ejercicio
3.1.2) que en este caso el dual esta dado por

(D) Iglzl’gp(k),

con p(A) = infyern fo(x) + Y ;e Aifi(x). Definimos ademas
_ fi(x) + v
e = fo(o) + 130 (£
el
que resulta ser una funcion de perturbacion para (P, ). No es dificil mostrar que
©r(0,0) =p(A) + 7 0% (\)
i€l

y, en consecuencia, el dual generado a partir de esta perturbacion es

(D) min p(3) +T;9 (M.

El problema (D, ) puede también entenderse como un método de barrera para el problema (D) ya que
0*(\) = oo para A < 0. Notemos ademéas que 6*(0) puede ser finito o infinito. Méas especificamente,
0*(0) es finito si, y solo si, 6 es acotada inferiormente. Aun en este caso, 6* actua como una barrera
pues 6*'(\) = (#")~1(\) = —oc cuando A — 07.

Ejercicio 5.5.1. Pruebe que de la convexidad estricta de 6 se sigue la diferenciabilidad de 6* en
10, +00[. Muestre ademas que de la diferenciabilidad de 6 en | — oo, k[ se sigue la convexidad estricta
de 0* en |0, +oo.

De todo lo anterior se deduce el siguiente resultado.
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Proposicion 5.5.1. (D,) admite a lo mds una solucion. St X(r) es tal solucion, entonces \i(r) >
OViel.

Ejercicio 5.5.2. Pruebe que ¢, (x,-) es finita y continua en 0 para algin x € R™. Deduzca la
existencia de solucion para (D)

Proposicion 5.5.2. (D,) admite una unica solucion \(r). Ademds, \(r) >0 y

Ai(r) =6 (f%(f"’(’"))> ’

r

donde x(r) es la unica solucion de (Py).

Demostracién: Basta probar la formula, que se obtiene de la relacion S(D,) = {\ | A; = %;: (x(r),0)}.

O

Estudiemos ahora la convergencia de los problemas duales. Para ello haremos uso del siguiente
resultado.

Teorema 5.5.1. Sean f,g € T'o(R") tales que
1. argmin f Ndom(g) # 0;
2. al menos una de ellas tiene conjuntos de nivel acotados;
3. g es estrictamente convexa en su dominio;
4. g*°(d) > 0Vd e R".

Supongamos que z(r) es solucion de

min f(z) +rg(2).

Entonces z(r) permanece acotada y converge a z* = argmin{g(z) | z € argmin f}.

Demostracién: Es directo verificar que (f+7g)*°(d) > 0y luego f+rg es una funcion inf-compacta.
En consecuencia, z(r) existe.
Ademas, se tiene que el problema

min{g(z) | z € argmin f}

admite una tnica solucién z*.

Probemos que z(r) es acotada. De lo contrario, existirfa 7, — 07 tal que ||z(ry)|| — +o0. Sin
pérdida de generalidad supongamos que dy := % — d # 0. Notemos que f(z(rg))+rrg(z(rg)) <
FEN)4+reg(2*) < f(2(rk)) +rrg(2*). Luego g(z(rg)) < g(2*) y en consecuencia g>°(d) > 0. Ademaés

fletw) | 9G(re) - J(25) + g ()

2(T) z(ry) lz(re)ll

lo cual, pasando al limite, entra en contradicciéon con 2. De este modo z(r) es acotada.
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Veamos que todos los puntos de acumulacion de z(r) coinciden con z* (que es la tinica solucién
del problema de més arriba). Sea z = limy_, o 2(r;) para algin 7, — 0. De la desigualdad
fz(rg)) + reg(z(rg)) < f(2*) + rrg(2*) deducimos que

Um inf f(2(rg)) +rrg(2(r)) < f(27)

k—4o00

Ademas, es facil ver que g(z(ry)) esta acotada y luego rrg(z(rx)) — 0. En consecuencia, f(z) < f(z*)
y z € argmin f. Como ademas se tiene que

9(z) <liminf g(2(rx)) < g(z%),

k—+o00

deducimos finalmente que z € argmin{g(z) | z € argmin f}. O

A continuacion presentamos el principal resultado de esta seccion.

Teorema 5.5.2. Bajo (Hyp),(Hi), supongamos que 0*(0) es finito y S(D) # 0. Entonves (D,)
admite una nica solucion \(r) que converge a N0 € S(D) cuando v — 0%, siendo A? la tinica
solucion de

Demostracioén: Verifiquemos las hipotesis del teorema anterior con f(A) = p(A) + drr(A) y g(A) =

2ier 07 (M)
La primera condicion es satisfecha pues arg min fNdom(g) = S(D)N{A | 0*(\;) < oo} = S(D) #
0.

Para ver la segunda hipétesis distiguimos dos casos. Primero, si k = 0, entonces existe un punto
de Slater para (P) y luego S(D) # () es acotado. En consecuencia, p(A) + drp (A) tiene conjuntos de
nivel acotados. Por otro lado, si k > 0, entonces

0" (A) = Ay — 6(y),

con y > 0,0(y) < 4+o00. Luego 6(\) — 0o si A = co. Ademaés, 0*(\) = oo si A < 0. En consecuencia,
g(\) tiene conjuntos de nivel acotados.
Por otro lado, como #* es estrictamente convexa, g(-) es estrictamente convexa en |0, co[™.
Finalmente verifiquemos la cuarta condicion del teorema anterior. Ya que g*°(d) = ;. ;(6*)*°(d;),
basta probar que (6*)°°(£1) > 0. Pero esto ultimo es evidente pues

@)°(1) = 1im L 5

t—+oo L
' 6+(0 — ) — 6*(0)
(07)>(=1) = dim / = oo

O

Cuando 6*(0) = +oo falla la primera condicién del teorema salvo que (D) admita soluciéon
A* > 0. Pero esto raramente ocurre. De hecho es usual que exista ¢ € I tal que A; = 0 para todo
A € S(D). En el caso de la programacion lineal

(P) min ¢’z
a;x<b;iel
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con dual

y esquema de penalizacién
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(D) min b7\
c+ATA=0,A>0
(Pr) minch—}—TZG(aix_bi),
el
D, . bIA+ 0*(\i
CONN - ISR

se tiene el siguiente resultado que presentamos sin demostracion (véase la seccion de problemas).

Teorema 5.5.3. Bajo (Hy), (H1), supongamos que 0*(0) = oo y S(D) # 0. Entonces (D,) admite
una nica solucion \(r) que converge a N0 € S(D) cuando r — 0%, siendo A\? la wnica solucion de

min 6*(Ni),
res(D) £

donde In ={i € I |3X € S(D),\; > 0}.
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5.6. Problemas

Problema 5.1. Sea [ finito y para ¢ € I sean f;: R™ — R funciones convexas. Considere el siguiente
problema de minimizacién

(P) inf max{f;(x)}.

zeR™ el

(a) Pruebe que z* € S(P) si, y solo si, (u*,2*) € R x R", con p* = max;cr{fi(z*)}, es solucion
de

inf Viel, f; < .
(#’x)lngRn{u | Vi fi(w) < p}

(b) Definamos ¢: R* x R™ — R U {+00} mediante

(i, y) =+ Y oo (file) + i — ).
=1

Verifique que ¢ es una funcion de perturbacion para (P) y que el problema dual correspon-

diente esta dado por
D inf
(D) rern? (),

donde
—Infyern{) icr Aifi i Ap,
PO = { infocrn{Lies Aifi(z)}  si A€

+00 si no,
donde, recordamos, Ay, = {A € R | >, A = 1},
(c) Suponga que inf(P) € R. Pruebe que S(D) # 0 y que no hay salto de dualidad. Pruebe que
z* € S(P)y \* € S(D) si, y solo si, \* € Ay, y M (fi(x*) — maxer{fi(z*)}) = 0.
(d) Dado r > 0, considere la funciéon de penalizacién exponencial @,: R"*1 x R™ — R definida

por
fi(z) +yi — u)
T

&r (1, 7,) =u+rze><p<

el
y definamos ¢, (x,y) = min,er @, (1, z,y) —r. Verifique que ¢, € I'o(R™ x R™) y que mas aun
fi(z) + i
—rl JRE) T Y )
pr(z,y) =7 (;eXP ( ;

Sea Fy(x) := ¢p(z,0) parar > 0y Fy(x) := F(z) := max;er{fi(z)}. Pruebe que para r > 0
se tiene que
F(z) < Fo(z) < F(z) +rln(m), VreR™

Considere la familia parametrizada de problemas

(Py) inf F.(x)
zeR”

y en lo que sigue suponga que S(P) = argmin F' es no-vacio y compacto.
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(e) Pruebe que Vr > 0, min(P) < inf(P,) < min(P) + rIn(m) y que, mas aun, el conjunto
S(P,) = argmin F). es no-vacio y compacto.

(f) Sea v > min(P). Pruebe que si 0 < r < ﬁ(’y — min(P)), entonces

le’n(P)Jrrln(m) (FT) - F’Y(F)

Deduzca que toda seleccion r + x(r) € S(P,) permanece acotada cuando 7 — 07 y demuestre
que todo punto de acumulacion de x(r) pertenece a S(P).

En lo que resta suponga que f; € Q, para todo ¢ € I.

(g) Pruebe que el problema (P,) admite solucién tunica. Para ello demuestre que para todo i € I,
fi es constante sobre S(P,).

(h) Verifique que el problema dual asociado a la perturbacion ¢, de (P,) es

(D,)  inf {p()\) +r> A ln(Ai)}

AER™
el

con la convencion 0In(0) = 0 y AIn(A) = +o0 para A < 0. Pruebe que inf(P,) + inf(D,) =0
y que (D,) admite solucion tnica A(r).

Para simplificar, supongamos ademas que f; € C1(R).

(i) Pruebe que
exp(fi(x(r))/r
> ierexp(fi(z(r))/r)

Muestre que, cuando r — 0%, min(D,) — min(D) y todo punto de acumulacién de A(r)
pertenece a S(D). (Es posible demostrar que (x(r), A(r)) en realidad convergen a (x*, \*) €

S(P) x S(D).)

)\Z(T) =

Problema 5.2. Sea f € QNT'x(R™) (ver Definicion 5.1.1). Suponemos que existe z¢ € dom(f) con
|zolleo < 1, y consideramos el problema de optimizacion

(Poo) min{f(z) : 2fleo <1}

junto con el esquema de aproximacion (sin restricciones)

() i { (0) + ol

rER™?
donde [z}, = (Ja1]? + -+ [z [7)17.

(a) Pruebe que para cada p > 1 el problema (P,) admite una soluciéon tnica z(p), y que la
trayectoria p — x(p) permanece acotada cuando p — oo.
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(b) Sea us un punto de acumulacion de x(p). Pruebe que uq es solucion de (Px) y ademas es
solucién de

(PL) min [

(c) Sea a; el valor 6ptimo de (PL). Pruebe que existe un indice i1 tal que |x;,| = a1 para todo
z € S(PL). Deduzca que, o bien z;, = a; para todo = € S(PL), o z;, = —a1 para todo
x € S(PL). Denotemos por I el conjunto de tales indices i1 y II;(z) = (x; : i € I1). Pruebe
que todo punto de acumulacién us, es solucién de

P2 { II 0o
(P2) min ()]

(d) Inspirandose en la parte (¢) probar que x(p) converge cuando p — oo hacia un punto
x* € S(Ps) caracterizado como la solucién de una jerarquia de problemas de optimizacion
encajonados.

Consideremos ahora un sistema lineal sobre-determinado Ay = b donde b € R™ y A € M"™*"
con rg(A) = n < m. Sin pérdida de generalidad suponemos ||b| < 1. Este sistema no admite
necesariamente una solucién por lo cual consideramos el problema

in ||[Ay — b
el cual aprOXimamOS mediante el esquema

(@p) min | Ay — bl p-

Mostrar que este ultimo admite una tnica solucion y(p) la cual converge hacia una solucion y* €
S(Qoo)- Indicacion: Considere el conjunto L = {Ay —b: y € R"} y la funcién

0 sizel
fla) = { +o0  sino.
Problema 5.3. Sean fy,..., f;n : R™ — R convexas y consideremos el esquema de aproximacion
(Fe) min fe(z) := fo(z) +efi(@) + - + € fn(z)

definido para € > 0, junto con la jerarquia de problemas de optimizaciéon

(Py) min{fo(z):z e R"}
(P1)  min{fi(z):xz € Sy}

(Py) min{fp(z):z € Sy,_1}

donde S; denota el conjunto de soluciones 6ptimas del problema (F;). Suponemos S,, # 0y f;
convexas de clase C? tales que méx; d V2f;(z)d > «a||d||? para una cierta constante a > 0 y todos
x,d € R™
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(a) Muestre que f.(-) es fuertemente convexa y (P.) admite una soluciéon tnica z(e).

(b) Pruebe que x(e) permanece acotada cuando € — 0. Indicaciéon: razone por contradiccion
suponiendo que existe €, — 0 con ||z(e)|| — oo y di := x(er)/||z(ex)| — d. Muestre que
f52(d) < 0y f°(d) < 0. Luego, utilice la desigualdad fe(z(e)) < fe(z(e) — ||z(€)||d) para
probar recursivamente que f>°(d) < 0 para i = 2,...,m. Concluya.

(c) Muestre que todo punto de acumulacion de z(e) pertenece a Sy y a Sj.
(d) Muestre que S, contiene un tunico elemento, que denotamos z*.

*

(e) Suponiendo que fy,..., fm € Q pruebe que lim._,o z(e) = x™.

Problema 5.4. El objetivo de este problema es demostrar el Teorema 5.5.3 en el caso k = 0.

(a) Muestre que A(r) esté acotada. Para ello argumente por contradiccion deduciendo la existencia
de € R™ tal que
w =0, ATM:(]a bT,U/ZO

(b) Pruebe que todo punto de acumulacién de A\(r) pertenece a S(D).

(c) Concluya.
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Problema 1.3

(a)

Consideremos el conjunto

B = {i )\i'Ui

=1

n
nEN, ’UiEA, )\iZO, Z)\i:1}.
=1

Es facil ver que B es un conjunto convexo y que A C B, luego co(A) C B. Sea ahora C' un
convexo cualquiera que contiene a Ay sea z € B. Luego, como A C C'y C' es convexo entonces
x € C, esto es directo pues sabemos que x = Y A\;x; con z; € A, \; > 0y > A\ = 1. Luego
B C C para cualquier convexo que contiene a A y por lo tanto B C co(A).

Sea x € co(A), luego, sin pérdida de generalidad = = Zle Aiz; con x; € A, N > 0y
Z?Zl A; = 1. Supongamos que k > n + 1, dado que la dimensién del espacio es n, cualquier
familiar de [ > n vectores serd linealmente dependiente, en particular podemos considerar
Il =k — 1y los siguiente k — 1 vectores:

L2 — TL1yeeey L — T1.

Por lo tanto, existen uo, ..., . € R no todos nulos tales que ZLQ wi(x; — 1) = 0. Definamos
= — Zf:z i, con esto tenemos que Ele wix; =0y Zle i = 0. En particular, para todo
a € R se tiene que z = Zf:z(/\Z — ap;)x;. Ahora, dado que los p; suman cero pero no son
todo nulos, al menos uno de ellos debe ser positivo. Escojamos « de la siguiente manera:

Denotaremos por I el indice donde se alcanza el minimo. Luego es directo que A\; — ay; > 0
para todo i y en particular, A\; —au; = 0. Finalmente, x = Ef:_il()\i — i)z con N\ —ap; > 0,
es decir, = se puede escribir como combinacién convexa de k — 1 términos. Luego, repitiendo
el mismo argumento k£ — (n + 1) veces obtenemos el resultado pedido.
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Sean z,y € C y A € [0,1], por lo tanto existen {z,},{y,} C C tales que z, = z e yp, — y.
Mas atn, como C' es convexo Az, + (1 — Ny, € C'y Az + (1 — N)yn, — Az + (1 — A)y. Sigue
que Az + (1 — \)y € C, de donde se deduce que C es convexo.

Consideremos el siguiente conjunto,
B = ﬂ{ C' | C es un convexo cerrado, A C C}.

Como ¢o(A) es convexo, cerrado y contiene a A, sigue que B C ¢o6(A). Por otra parte

co(A) = ﬂ{ C' | C es un convexo, A C C}
- ﬂ{ C | C es un convexo, A C C'}
- ﬂ{ C' | C es un convexo cerrado, A C C'}.

Por lo tanto ¢6(A) C B, de donde se concluye lo pedido.

Sea x € co(A), luego existen x; € A, \; >0y Zle A = 1, tales que x = Zle Xiz;. Como A
es abierto, entonces existen vecindades U; € N, tales que U; C A. Sea U = \iU; + ... + A\ Uk.
Finalmente, como co(A) es convexo y U; C A entonces U C co(A), ademés es claro que U es
una vecindad de z, por lo tanto co(A) es abierto.

Por otra parte, supongamos que C' es convexo. Tomemos z,y € int(C) y A € [0, 1], luego existen
vecindades U € N y V € N, tales que U,V C C. Luego sigue que W =AU + (1 - \)V C C,
por convexidad. Como W es una vecindad de Az + (1 — A\)y se concluye el resultado.

Consideremos A = {s € R": Y s, =1, 5, >0} y A = A; X ... x Ay. Luego tenemos que
A x A es compacto. Consideremos la funcién f: A x A — X definida por

n

f(s,a) = Z 8ia;.

=1

Como X es un e.v.t. tenemos que f es continua y por lo tanto f(A x A) es compacto. Por
otra parte, es facil ver que A; C f(A x A) para todo i = 1...n, luego A;U---UA, C f(AxA).
Ademas, no es dificil ver que f(A x A) es convexo, por lo tanto, tomando envoltura convexa
en la ultima inclusiéon obtenemos que

co(A1U---UA,) C f(A x A).

Finalmente, por definicion se tiene que f(A x A) C co(A1U---UA,). Luego co(A1U---UA,)
es compacto.

Supongamos que A es totalmente acotado, luego para ¢ > 0 existen x4, ..., z,, tales que
A C B(x1,e)U...U B(xp,e) ={z1, ..., 2} + B(0,e) C co{x1,....,xn}) + B(0,¢),
como B(0,¢) es convexo se tiene que

co(A) C co({x1,...,xn}) + B(0,¢).
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Notemos que, por la parte anterior, co({x1, ..., x,}) es compacto, luego es totalmente acotado,
y por lo tanto existen yi, ...., ym € co({x1,...,zn}) C co(A) tales que

co({z1, ..., xn}) C{y1, ..., ym} + B(0,¢e).
Finalmente, obtenemos
co(A4) € {y1, -, ym} + B(0, 2¢),
de donde se tiene que co(A) es totalmente acotado.
Supongamos que V es un espacio de Banach, luego ser totalmente acotado es equivalente a
ser pre-compacto. Por lo tanto si A C K, con K compacto, entonces A es totalmente acotado

y por lo tanto co(A4) también lo es. Finalmente, como co(A) es totalmente acotado, entonces
c6(A) es compacto pues co(A) es pre-compacto.

Problema 1.4

(a)
(b)

Directo.

Notemos que por la propiedad (i), ¢ < +oo. Supongamos que ¢ > —o0, si no, por la parte
anterior la igualdad es directa. Sea A, C A como en el enunciado, por (i) se tiene que A, es
cerrado, luego por la compacidad de A si la familia {A,} satisface la P.LLF. (propiedad de la
interseccion finita) entonces ﬂyEB Ay # 0. Luego existiria z € A, para todo y € B, es decir,
¢ < ¢(z,y), para todo y € B. Entonces, tomando infimo sobre los y € B obtendriamos el
resultado buscado, pues
¢ = inf sup ¢(z,y) < inf ¢(z,y) < sup inf ¢(z,y).
yeB zcA yeB zcAYEB

Sea f como en el enunciado. Notemos que f(A) es no vacio, veamos que f(A) es convexo y
compacto, y que ademas f(A) NRY = (), con esto la existencia de £ y a La compacidad de
f(A) viene de la compacidad de A y de la continuidad de ¢(-,y). Para probar la convexidad,
definamos ®(x) = (¢(z,y1), ..., (2, yn)) y consideremos x1,z2 € Ay A € [0, 1], luego

Af(@1) + (1= A)f(22) = A®(21) + (1 — A)®(a2) — 1,
pero por (ii.a), se tiene que A®(z1) + (1 — \)®(z2) = ®(Az1 + (1 — N)x2). Luego por la
convexidad de A se tiene que Af(z1) + (1 — A) f(z2) € f(A). Por otra parte, no existe x € A

tal que f(z) > 0, pues si no ﬂ Ay, # 0. Entonces, por Hanh-Banach, existe £ € R™\ {0} y
i=1
a € R tal que
(%) (lu)y < a< () Vu € f(A),Vv € R

Luego evaluando (*) en v = 0 tenemos que « < 0, por lo que podemos suponer que a = 0,
ademas, evaluando (x) en v = e;, los vectores canénicos de R™, tenemos que ¢; > 0. Por lo
tanto, sin perdida de generalidad podemos suponer que »_ ¢; = 1. Ahora sea u € f(A), luego
existe x € A tal que u = f(z), entonces

(6u) = (6, 0(x)) = (1) = ) lid(z,y:) —c=¢ (x,zfiyi> -
i=1 i=1
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donde la ultima igualdad es cierta por (ii.b). Definamos § = > ¢;y;, luego tenemos que (¢, u) =
¢(x,y) — ¢ y por (x) se tiene que ¢(x,y) < c. Finalmente, tomando supremo en x € A
obtenemos que

¢ = inf sup ¢(z,y) < sup ¢(z,7) < c.
yEB zcA €A

Lo que es una contradiccion, por lo tanto la familia {A,} tiene la P.ILF.

Problema 1.5

(a)

Sea y ¢ C%, luego existe d € Co \ {0} tal que (d,y) > 0. Por definicion del cono de recesion,
existen {tx} C R" y {z} C C tales

1
t—xk—>dytk—>—|—oo,
k
luego
1
(vh,y) = tk<g$k7y> — +00.
Por lo tanto y ¢ domo¢.

Sea y ¢ domc. Luego existe z C C tal que (xg,y) — +00. Sea di = %, sin perdida de
generalidad podemos suponer que di — d # 0, mas aun, por definicion, c) € C ademas para
k suficientemente grande se tiene que m(xk, y) > 0. Por lo tanto, para todo € > 0 tenemos
que

(d,y+ed) > e||d|* > 0,
de donde se concluye que y +ed ¢ C3, es decir, y ¢ int(CS,).

Notemos que si A C B entonces B° C A°. Ademés, es facil verificar que Cry C C. Luego
por la parte (a) se tiene que

domog C C5, = Cs € CY C (domoe)°®.

Para la otra incluson consideremos d € (domo¢)®, t > 0y z € C. Como td € (domo¢)°,
tenemos que para cualquier y € dom o¢ se tiene

<‘7§+td7y> < <:f,’7y> < UC(y)'

Por otra parte, si y ¢ dom o¢ el lado derecho es infinito, por lo que la desigualdad sigue siendo
cierta. Luego, T + td € C para todo t > 0, en efecto, como C' es convexo, por el Teorema de
Hanh-Banach existe z € R" \ {0} y @ € R tales que

(T+td,z) >a>(y,z) VyeC,

tomando supremo sobre los y € C obtenemos una contradiccién. Finalmente, usando las
propiedades elementales del cono de recesién concluimos el resultado pedido.
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Problema 1.6

(a)

Consideremos la funcion f(z) := d(z, ¢(x)). Es facil ver que f es continua e inferiormente
acotada por 0. Luego por el PVE con e € (0,1 — k) y A = 1 existe Z € X tal que

f(@) < f(z)+ed(z,z) VrelX.

Supongamos que ¢(Z) # Z, luego como ¢ es una contracciéon direccional, existe z # & con
z € [z, ¢(T)], esto implica que

d(z, z) + d(z,¢(7)) = d(7, (7)) = f(T),

luego,
d(z,z) = f(2) — d(z,6(z))
< f(2) +ed(z, 2) — d(z, ¢(T))
=d(z,¢(2)) +ed(z,z) — d(z,o(Z))
< d(z,¢(2)) + d(¢(2), ¢(2)) + ed(Z, z) — d(z, ¢(T))
< kd(z,z) +ed(z, z)

—~

k+¢e)d(z, z),
lo que es una contradiccion, por lo tanto ¢(Z) = Z.
Consideremos el espacio X x X dotado de la métrica p((z1,y1)(x2,y2)) = d(z1, 22) +d(y1,y2).

Es claro que (X x X, p) es un espacio métrico completo. Tomemos ¢ € (0, %) y consideremos
la funciéon g : X x X — RU {+o0} dada por

g(:L’,y) = f(w) - (1 - E)d(CE,y) +6Gr(F)(x7y) V(m,y) € X xX.

Ahora, como f es s.c.i. y Gr(F') es cerrado tenemos que g es s.c.i., més aun, g es inferiormente
acotada por inf f, en efecto, sean (z,y) € Gr(F)

9(z,y) = f(z) — (1 —e)d(z,y) + dau(r) (@, y)
= f(z) = (1 —e)d(z,y)
> f(y) +ed(z, y)
> inf f.
Ademas es claro que g es propia pues f lo es, luego por PVE existe (Z,7) € Gr(F) tal que

9(z,9) < g(z,y) +ep((z,y), (7,7)) V(z,y) e X x X.
Sean (z,y) € X x X, luego re-escribiendo la desigualdad anterior tenemos
f(@) = (1 —e)d(z,9) < f(x) = (1 —e)d(z,y) + eld(Z, z) + d(7,y)]-
Sea z € F(y) y tomemos (z,y) = (¢, 2), luego obtenemos
f(@) — (1 —e)d(z,9) < f(y) — (1 —e)d(y, 2) + eld(z, §) + d(7, 2)],
sigue que
f@) +d@,y) < f(7) — (1 - 2)d(y, 2),

usando la condiciéon de crecimiento de f, se obtiene que (1 — 2¢)d(y,2) < 0, por lo que
necesariamente z = . Luego ¢ es un punto fijo de F.
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A.2. Fundamentos de Analisis Convexo

Problema 2.2
Probaremos: (a) < (b) y (b) < (c)

(a) = (b)| Supongamos que f es coerciva y que la afirmacion no es cierta. Recordemos que

lim inf M = lim finf @ =sup inf M
lel—+oo [lzll  rooclzizr lzll  rso llalzr (2]
entonces para cualquier r > 0 se tiene que inf { Tall - sz > r} < 0. Luego podemos tomar
f(zg)

una sucesion {zx} C X tal que % — 400 ¥y < E' Sea x € dom f y consideremos

lzell —
Yp =T+ ﬁ(l‘k —x) € dom f para k suficientemente grande tal que ﬁ < 1. Sigue que

En particular, {yx} no es acotada, pero por convexidad se tiene que

LT L

(EZA] |z ||
<1 <1

flur) < (1 - flzk) < f(z)+1=:v < 400,

es decir, {yx} CT,(f), lo que es una contradiccion, pues f es coerciva.

f(=z)

T=T

(a) < (b) | Supongamos que liminf
||| =400

Tomemos v € R, luego es claro que si z € I',(f) entonces ||z|| < max{r, %}, lo que implica
que f es coerciva.

> 0. Sea r,e > 0 tales que si ||z|| > r entonces f(x) > ez

(b) & (c) | Notemos que si L = ”hﬁn inf ”i”) > 0 entonces para cualquier ¢ € (0, L) existe 9 > 0 tal que
T||—+00

mf{ T sl > T‘g} > L — 0 > 0. Ademaés, como f es inferiormente acotada en B(0,rg) se

tiene que, podemos escoger a > 0 tal que inf{f(x): |z| < 7o} > (L —J)ro — a. Luego (b) es
equivalente a decir que existen «, e > 0 tales que para todo = € X se tiene f(z) > e|z|| — a.

Por otra parte, si suponemos (b) entonces

J1@") = sup{(a”, o) = f(2)} < sup{(a”, z) —efl} + o =0pq(a7) + o

zeX

Luego, f* es uniformemente acotada en una vecindad del origen, entonces 0 € int(dom f*).
Notemos que como f* € I'g(X™) también se tiene la continuidad en el origen.

Reciprocamente, si 0 € int(dom f*) entonces f* es continua en el origen y por lo tanto
uniformemente acotada en una vecindad de éste. Por lo tanto, existe €, > 0 tales que
(@) < B (") + . Esto implica que

f(@) = () = sup {{z",2) — f*(2")} < sup {(z",2)} —a=cllz] -

T*eX* [|z*]|<e

Por lo tanto las tres afirmaciones son equivalentes.
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Ahora bien, supongamos que f es coerciva, luego por el Teorema de Moreau se tiene que 0 €
int(dom f*) y por lo tanto existe una vecindad V' del origen donde f* es continua. Sea zf; € V' y
definamos fo(x) = f(x) — (2§, z). Por las reglas de calculo de la conjugada de Fenchel se tiene que

fo (e

) = f*(z* 4+ x). Ademas, como f* es continua en xj se tiene que f; es continua en el origen

y por lo tanto 0 € int(dom f*). Nuevamente, por el Teorema de Moreau, se tiene que fy coerciva y
por lo tanto el problema min{ fy(z) : = € X} tiene solucion, lo que implica que existe xg € X tal

que

nf {(2) = (x5, 2)} = f(0) = (25, %0),

pero — f*(xf) = infyex{f(z) — (x§,z)}. Luego

f*(ap) + f(2o) = (2, o),

de donde se tiene que z; € 0f(x0) € U,ecx 0.f(x). Finalmente, V C |, . x 0f(2)
Problema 2.4

(a) Sea B = Ltr(A)I,, notemos que || B||? = - tr(A)?||1,]|* = L tr(A)2, pues || I,]|> = n. Ademas,

notemos f se puede escribir de una manera mas simple:
Loz L 2
F(A) = Al" = — tr(4)

[ 2 g 2 l 2
AN = er(a)? + S or(4)

_HAHQ —2 <A, itr(A)In> - itr(A)Q}
[IAI* = 2(A, B) + || B||?]

|A— B

S|I=3I= 3= 3~ 3=

Consideremos la aplicacion A — A — %tr(A)In, es sencillo ver que esta aplicaciéon es lineal.
Mas atin, como la funcién U — 1||U||? es convexa (y diferenciable), se tiene que f también es
convexa (y diferenciable).

Sea S € 8" y consideremos la funcion ¢g(A) := (S, A) — f(A), luego ¢ es concava y diferen-
ciable, luego ¢ alcanza un maximo en A € 8" si y solo la Vog(A) = 0. Calculando obtenemos

que
1

2
Supongamos que ¢g alcanza su méaximo en A, luego A satisface la ecuacion () y tomando traza
en esta ecuacion se obtiene que tr(S) = 0. Supongamos ahora que tr(S) # 0 y consideremos
A = ktr(S)I,, entonces se tiene que ¢g5(Ay) = ktr(S)? — +oo, si k — 400, sigue que
f*(S) = 400. Por lo tanto, dom f* es como en el enunciado.

Finalmente, es facil ver que si S € 8" y tr(S) = 0, en particular, A = .5 resuelve la ecuacion
(*) y por lo tanto

J1(8) = 5 1(8?) = F(5S) = 7 tx(S)
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Problema 2.6

(a) Probaremos: (1) < (2) y (2) < (3)

(1) = (2) | Supongamos que f es S—fuertemente convexa. Sea x,y € R™ y A € (0,1). Luego re-

escribiendo la desigualdad de la definicién obtenemos

1
AL = Az ~ ylI? + fla+ (1 =Ny —2) = fl2) < (1= (f(y) = f(2)),
dividiendo por (1 — A) y haciendo A — 1 obtenemos que
1
(6 f@) +gBllr —yl* + f(wsy - 2) < f).
Por otra parte, como f es continua, se tiene que para todo z,d € R"
(z%,d) < f'(z;d) Va* € Of(2).

Tomando d = y — x y reemplazando en (x), obtenemos el resultado.

Supongamos que para todo z* € 9f(x), y € R"

() F@) Gty =)+ Sy~ < 7).

Sean u,v € R™ y A € (0,1). Tomando en (xx), z = Au+ (1 — A\)v, y = v, obtenemos que

)\2
(A.1) fFOu+ (1 =XNv) + A" v—u) + THU —ul]? < f(v).
Haciendo lo mismo pero con y = u obtenemos

B -A)

2
(A.2) fOu+ (1 —=MNv)—(1—=X) (", v—u)+ 5 v —u|® < f(u).

Finalmente, notando que (1—=A\)A2+X(1—X)? = A(1—)) y calculando (1—\)(A.1)+A(A.2)
obtenemos que f es f—fuertemente convexa.

Sean z,y € R"™, luego sabemos que

F@)+ @ty =) + Sl 2l < (), 2" € 0f(a).

Intercambiando x por y obtenemos

FW) + e =)+ Dy 2l < @), o' €95,

El resultado viene de sumar estas dos expresiones.
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(2) <= (3)| Sean z,y € R™ y X € (0,1). Consideremos la funcion ¢(A) = f(x + A(y — x)), es claro

que ¢ es convexa y finita, por lo tanto es subdiferenciable y su derivada direccional esta
bien definida, méas atn,

#'(\;1) :{I;g{f(x+()‘+t)(y_$i) _f($+)‘(y_93))}
SRR By e
t>0 t
=fllx+ My —2);y —x)

> (2 y—x), VZ"edf(z+AMy—=2))=(1-N0f(x)+ \f(y)
> (" y —x) +F Ay —2%y—x), Vet e€df(x),y" € f(y)
> (z*,y —x) + \Bllz — y||?, Va* € Of ().

Finalmente, tenemos que

f@) = f( ¢(0)

y) = o(1) —
> /1 ¢’ (A; 1)dA
01
z/ﬁ@ﬂy—@+xmm—yWum vt € Of(x)
0

=@ty o)+ Sl -yl Vet € 9f(a).

(b) Supongamos que f es f—fuertemente convexa, luego como f es finita se tiene que f es continua
y por lo tanto domdf = R™. Sea x € R" y tomemos z* € df(x). Reemplacemos en (a.2) con
y=xz+td, t >0y deR"\ {0}, luego

B

flx+td) > f(x) +t{z*, d} + 5t?HdH.

Esto implica que fo(d) = 400, para todo d € R™\ {0}. En particular, f es coercitiva y por
el Teorema de Moreau (ejercicio 2.2) se tiene que int(dom f*) # (). Ahora bien, notemos que
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foo = Odom f*, en efecto, como f = f** se tiene que

féo(d)zsup{f(ﬁtdt)—f(x)} S

t>0
f(z + td) —f(x)}

t
t
(x +td, ) — [*(2") — f(ﬂﬂ)}
t
= sup sup sup {(d, T*) + {z,a%) — fr(z") — f(ﬂc)}

r*Edom f* t>0 z€R? t

0%+ Bpasiellons’) — )= 1)

= sup sup{
z€R™ t>0

= sup sup{
z€R™ t>0

= sup sup sup {
z€R” t>0 r*€dom f*

= sup sup{ ;

z*Edom f* t>0
= sup {{(d,z%)}

r*€Edom f*

Luego ogom f+(d) = +o0, para todo d € R™ \ {0}. Sigue que dom f* debe ser denso en R"™.

Notemos que en un e.v.n. un convexo cualquiera K de interior no vacio satisface que int(K) =
int(K), por lo tanto dom f* = R".

Sea x € R™ luego existe * € df(x), y por la formula de reciprocidad se tiene que x € Jf*(z*).
Luego para ver la diferenciabilidad de f* basta ver que 0 f*(z*) es un singleton, lo que es directo
de (a.3). Finalmente, usando (a.3) una vez mas se obtiene que V f* es %—Lipschitz.

Por otra parte, asumamos que dom f* = R™, que f* es diferenciable y que V f* es Lipschitz
de constante % y consideremos la funcion diferenciable ¢(t) := f*(u + t(v — u)), luego

¢'(t) = (VI (u+t(v—u)),v—u),
pero como V f* es Lipschitz de constante % se tiene que

o' (t) = ' (0) = (VI (u+t(v — u)) = V" (u),v - u)
|

< v —ul?

It
B

)

por lo tanto
() = () = ¢(1) — ¢(0)
:/ o' (t)dt
0
! / t 2
< /O (/(0)+ 50— ulJ

= (Y (u)v— ) + 2lﬁ||v —ull?
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Notemos que la desigualdad anterior es valida para cualquier u,v € dom f* = R", y por lo
tanto, fijando y € int(dom f) podemos tomar u € df(y) y se tiene que f*(u) = (y,u) — f(y),
sigue que

f(x) = sup {{z,v) — f*(v)}

veR?
— ff(u) — *(u v—u—iv—u2
szellﬂgl{(xjw [r(w) = (V[ (u), ) 25“ 17}
= sup {(z,v) — (y,u - *(u v—u—iv—u2
—Ueél{( ) = (g u) + f(y) — (VI (), ) 25” 17}
= f(y) +US€11H5{(3? = V[ (u),v) + (V[ (u) —y,u) — 215\\1) —ul?},

pero como u € Jf(y) se tiene que y € 9f*(u) y dado que f* es diferenciable se tiene que
Of*(u) ={Vf*(u)} y por lo tanto (V f*(u) — y,u) = 0. Esto ultimo implica que

f(x) = f(y) + sup {(z —y,0) — ;an —ull?}.

veER”

Es facil ver que en v = u + B(z — y) se alcanza el supremo de la tltima desigualdad, luego se
tiene que

F@) > f) + (o —y) + Sl I, Yu e 9f(y)
Problema 2.8

(a) Asumamos que Jf es un singleton en su dominio y que existe un convexo de ran df donde f*
no es estrictamente convexa. Luego, existen * # y*, [z*,y*] Crandf y A € (0,1) tales que

F) =A@ + (=N (),

con z* = Az* 4+ (1 — A)y*. Como z* € [z*,y*] C randf se tiene que existe z € X tal que
z* € 0f(z), es decir, f*(z*) 4+ f(2) = (2%, 2), pero

0=/f(") + f(2) = (" 2) = Alf" (") + F(2) = (", )] + (L= N[ (y") + f(2) = {y", 2)];

>0

o

ésto permite deducir, dado que A € (0,1), que f*(x*)+ f(2) = (*, 2) y f[*(y*)+ f(2) = (y*, 2),
es decir z*,y* € 0f(z), lo que es imposible. Por lo tanto, f* es estrictamente convexa en
subconjuntos convexo de ran df.

Por otra parte, asumamos que f* es estrictamente convexa en subconjuntos convexo de ran df.
Sean x7,z5 € 0f(x) para algin € domdf. Luego, por la igualdad de Fenchel sabemos que
(@) + f(z) = (af,z), i =1,2. Sea A € [0, 1], luego

f(@) + Af (@) + (1= A) f(23) = (At + (1 = A)za, )
< flx) + (A + (1= A)as)
< fl2) + A (1) + (1= A (23).
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Por lo tanto, todas las desigualdades anteriores son en realidad igualdades, sigue que
Frr + (1 = Nag) = Af*(21) + (1 = A)f*(23), VA€[0,1]

y dado que f* es estrictamente convexa, necesariamente x] = 3.
La conclusion es directa, basta notar que f no es esencialmente por vacuidad ya que int(dom f) C
domdf y que randf = dom O f*.

(b) Dado que f es esencialmente suave, por la parte anterior f* es esencialmente convexa estricta.
Ademas, dado que int(dom f*) N int(dom g*) # 0 es facil ver que fOg € T'o(X), luego por
ejercicio 2.5 se tiene que

fBg={"+9)"
Ademas, por el Teorema de Moreau-Rockafellar tenemos que
Of*+9g%)(x*) =0f (z%) + 0g™ (z*) V™.
Esto dltimo implica que
domO(f* + ¢*) C domaf*.
luego como f* es esencialmente convexa estricta, f* + ¢* también lo es. Finalmente, por la

parte (a) se tiene que (f* + ¢g*)* es esencialmente suave, de donde se concluye.

(c) Notemos que dado que f es esencialmente suave, 0 f(z) es un singleton para todo x € dom 9f,
y dado que int(dom f) C domJf se tiene que f es diferenciable en int(dom f). Sea {x,} C
int(dom f) tal que z,, — z € ddom f y supongamos que {Vf(z,)} es acotada. Luego, por
el Teorema de Banach-Alaoglu, podemos suponer (pasando a una subsucesion) que existe
x* € X* tal que Vf(z,) X 2*. Por otra parte, por definicién tenemos que

f@n) +(Vf(zn),y —an) < fly) VyeX.

Finalmente, haciendo n — oo en esta tltima desigualdad y, usando la s.c.i de f y un argumento
de convergencia débil-fuerte, tenemos que

flz)+ (=" y—2) < fly) VyeX,

es decir, z* € df(x), pero dado que int(dom f) # 0 y x € domdf \ int(dom f) se tiene que
0f(x) es no acotado (ver problema 2.12), lo que contradice el hecho que 0f(z) sea un singleton.

Problema 2.9

(a) Notemos que distc(z) = (|| - ||Od¢)(z) y como la funcion distancia es continua (de hecho
Lipschitz), tenemos que

diste () = diste (2) = ([l - [00c)™ (x) = (I - " + d¢)" (x)-

No es dificil ver que |- ||*(2*) = dp=(2*) con B* la bola unitaria en X* y que 65 (z*) = oc(x*).
Luego,

distc(r) = sup {(z,2")—0p:(z")—0oc(z")} = sup {(z,2")—0c(z")} = sup inf{(z—y,2")}.
zreX* z*eB* z*eB* yeC
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Notemos que el supremo es alcanzado, pues si consideramos ¢(z*) = infyec{(x — y, ")}, es
facil ver que —¢ es s.c.i. para la topologia fuerte, luego como —¢ es también convexa se tiene
que —y es s.c.i. para la topologia débil y como B* es compacto débil (pues estamos en un
Hilbert), se concluye que el supremo es en realidad un méaximo.

Sea x ¢ C luego sabemos que existe Z € C tal que disto(z) = ||z — ||, tal elemento es
la proyeccién de x sobre X y usualmente es denotado por Proyo(z). En este caso, como C
es cerrado se tiene que x # Proy~(x). Ahora, como la inf-convolucién que define la funcion
distancia es exacta se tiene que (ver problema 2.5),

ddiste(x) = 9| - ||(z — Proyo(x)) N ddc (Proyq(z)).

Como = # Proyo(z) se tiene que || - || es diferenciable en x — Proy(z) pues X es un espacio
de Hilbert, y ademas, su gradiente viene dado por

VI - [I(x — Proyq(z)) x — Proyg ()

~ lla = Proyo(a)||”
Calculemos ahora ddc(Proyq(x), por definicion se tiene que

2" € 060(Proyo(x)) & (y — Proye(s),2°) + bo(Proye(x)) < doly), Vy € X
< (y — Proyq(z),z%) <0, VyeC.
& ¥ € No(Proyq(z)).

Luego, si z ¢ C entonces

ddiste (z) — {H} ,

I — 2|

donde Z es la unica solucién de la desigualdad variacional

(y—z,0—2) <0, VyeC.

Por otro lado, si x € C, de todas formas tenemos que la inf-convolucién que define la funcion
distancia es exacta, pero ahora distc(z) = [|0]| + dc(x) = 0 y por lo tanto

ddistc(z) = 9| - [|(0) N ddc ().

Calculemos 9| - ||(0). Notemos que como || - || es finita y continua en 0 se tiene que este
subdiferencial en no vacio. Sigue que

z* € 9[- [|(0) & (y—0,z%) + ][0 < [lyll, VyeX
< (y, 2+ <|yll, VyeX
&2 <1
&zt € BY.

Por lo tanto, en este caso se tiene que

adistc(x) = Nc(x) N B*.
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Problema 2.12

(a)

Consideremos f como en la indicacion. Primero notemos que f es supremo de funciones lineales
afines, luego f es convexa y s.c.i., y ademéas f > —oo.

Veamos que dom7T C dom f. Sea (7,z*) € Gr(T), tomemos k € N, {(z;,z})}F_, € Gr(T),
fijemos n = k+ 1y (xn,z)) = (Z,2*). Dado que T es ciclicamente monétono, sigue que

o
—

(Tip1 — @i, 27) + (T — wp, 03) < (T — 20, 77),

N
Il
o

tomando supremo se obtiene que f(x) < (Z — xo,Z*) por lo tanto & € dom f. En particular,
f(zo) <0. Ademas, tomando n =1y (z1,2]) = (zo, () se tiene que f(zg) > 0.

Mostremos ahora que si (z,z*) € Gr(T) entonces z* € 9f(Z). Sea x € X y tomemos p <
f(Z) + (x — 7,7*). Luego, existe k € N y {(z;, 2})}¥_, C Gr(T) tales que

k—1
p—(x—z,z2%) < (T —xp,xy) + Z<$i+1 — x4, x)).
=0
Tomemos n =k + 1y (zn,z)) = (Z,T"), sigue que
n—1
b = )+ 3 i — ) < (@)
i=0

Haciendo p — f(z)+(x—z,z*) se concluye Gr(T') C Gr(9f). Finalmente, dado que f € T'o(X)
se tiene que Jf es un operador maximal mono6tono, luego como T también lo es se concluye
que 0f =1T.

Sea x € domT, y sea z* € Nyom7 (), luego (z*,y — z) < 0, para todo y € dom 7. Tomemos
¥ €T (x)yt>0,sigue que Yy € dom T, Vy* € T'(y)

(x) (@ +tz") =y o —y) = (" -y, —y) +(z", x—y) >0.

Como T es maximal mondtono, necesariamente z* + tz* € T'(x), y como esto es cierto para
todo t > 0, concluimos que z* € T'(7)oo-

Reciprocamente, sea z* € (T(x))so, y € domT, y* € T(y) y t > 0. Podemos reescribir
nuevamente (x) y haciendo ¢ — oo se obtiene que (z*,z—y) > 0y por lo tanto z* € Nyom ().

(a) Basta notar que por la observacion 2.4.2 tenemos que Jf es un operador maximal mo-
nétono. Ademaés por el Teorema de Brondsted-Rockafellar se tiene que dom 0 f = dom f,
luego Ngomaf(2) = Naom f(x) para todo x € domdf. El resultado se obtiene al aplicar
lo anteriormente demostrado.

(b) Sea x € dom f \ int(dom f), luego por el Teorema de Hanh-Banach, existe z* € X \ {0}
tal que
(z%,m) > (2",y), Vy€domf.

Por lo tanto, se tiene que 2* € Ngom f(x) y por (a) se tiene que (Of(x))s # 0 y por lo
tanto df(x)) es no acotado.
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Problema 2.14

(a)

Es claro que la funcion (¢, z,y) — f(x—y) es convexa, pues f lo es. Luego, para ver la convexi-
dad de ¢ basta ver la convexidad de la funcion h(t, z,y) = t0 (%) Sean (t1,x1,y1), (t2,x2,y2) €
(0,00) x R" x R™ y X\ € [0, 1], sigue que

R(t1, 21,91) + (1 — N)(t2, 22,92)) = (At1 + (1 — N)t2)0 (Ayl + (- A)?Jz)

A1+ (1= Nty

Ay 1 1-Mtz 1
= 1 - - - — .
(At + (1 = A)t2)0 (Atl Ta vea Tt y2>

Aty + (1 — )\)tQ to
1 1
< \t16 <y1> + (1= A)t2f <y2>
t ty

= A(ty, w1, y1) + (1 — A)h(t2, v2,2).

Luego ¢ es convexa y como u es una funcién marginal de ¢ se concluye que u es convexa en si
t > 0. Notemos que por la condicion de creciemiento de 6, para € R™ fijo se tiene que u(-, x)
es continua en [0, 00], por lo que se puede concluir la convexidad de u para todo t € R. Por
otra parte, como 6 es finita y f es propia se tiene que u también en finita, lo que tiene como
consecuencia la continuidad de u en todo [0, 0] x R™.

Es claro que para (¢, z) € [0, oo] xR™ dado, la funcion ¢(t, x, -) es s.c.i., veamos que esta funcion
también es coerciva. Como f € I'o(R"), existen z* € R" y o € R tal que f(-) > (z*,-) + «,
entonces

* Yy * Y
et y) = @ a—y)+a+0 (L) = (el + Iyl +a+10 ().

Ahora por la condicién de crecimiento de € tenemos que para todo M > 0 existe R > 0 tal
que 6(u) > M]||y|| para todo ||y| > R. Tomando M = 2||z*|| se tiene que

etz y) = [yl = =) + e, Vilyll > R.

Luego, haciendo ||y|| — oo se tiene que ¢ es coerciva y por lo tanto en infimo en la definiciéon
es un minimo y se alcanza en algin punto y = y(¢, z).

Para probar la equivalencia entre los subdiferenciales basta escribir la defincién en cada caso
y usar el hecho que u(t,x) = p(t,z,7) < o(t,z,y), para todo y € R™.

Sean (t*,z*,y*) € (0,00) x R™ x R™, por definiciéon tenemos que
e (t", 2%, y") = sup{t"t + (2%, 2) + (", y) —o(t,z,y) : tER, z,y €R"}
:sup{t*t+<x*7 2) + () — fla— y)—ta( ): >0, x,yE]R”}

+ sup {(z",x —y) — f(z —y)}: t >0, yeR”}
T€R"

:stgg{t*t—i—tyseuﬂgl{<x +y*,%> ( )}}+f( ")

= sup (1" +0°(@" +9)} + (@),

—sup{t t+ (" +y*,y) —t@(

o+ <
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Por lo tanto
woph fr(@®) sit"+0%(z"+y*) <0
Ot 2, y") = e e
+00 sit* + 0% (z* + y*) > 0.

(d) Para (t,z) € (0,00) x R™ notaremos por § = (¢, x) al punto obtenido en (b). Fijemos ¢ > 0,
luego u(t, ) = fOt0(;)(x) es una inf-convolucion exacta y se tiene que

du(t,)(z) = df (x — ) NI (w (t)) (7).
Mas todavia, como 6 es diferenciable se tiene que 8 (t0 (;)) () = {VO(¥)}. Luego para
(t*,2*) € Qu(t, x) es directo que z* = VO(¥) y * € Of(z — 7).
Ademas, se tiene que
(t*, ") € Ou(t,x) < (t*,2%,0) € Dp(t, z,7)
St + (2% 2) = ot 2, 9) + ¢ (1", 27, 0)
* g _ = Y A e
stlr—0(3)] =re-p+ @) -6
con t* 4+ 6*(x*) <0.
Pero como z* € df(z — y), se tiene f(z —y) + f*(z*) — (z*,z) = —(z*, y), por lo que
(t*,z%) € Ou(t,x) &t [t* -0 (Q) + (x*, g)} =0 cont"+46*(x*) <0.
t t
Finalmente, como z* € 90(¥) se tiene que 6*(z*) = (z*, 2) — 6 (£). De donde obtenemos que
t* +6*(z*) = 0.

(e) Sea (t*,z*) € Ou(t,x), por lo anterior sabemos que x* estd tnicamente determinado y como
t* + 0*(x*) = 0, t* también es tnico. Luego, para cada (t,z) € (0,00) x R™, Ju(t,z) es
un singleton. Por lo tanto, u debido a la continuidad de u se tiene que u es diferenciable y
t* = %(t, x)y * = Vyu(t,z), de donde se obtiene la ecuacion.

(f) Es facil ver que 6(z) = ||z||%, luego la soluciion entregada por la férmula de Lax-Oleinik es

uttso) = it { #o 9+ gl | = it {50+ glle — ol | = ),

yeRn yeR?

donde fi(z) es la Regularizada de Moreau-Yosida (ver problema 2.7).

A.3. Dualidad en Optimizaciéon Convexa

Problema 3.1

(a) Consideremos, para v = (v1, ..., 0m) € R™, una funcién del estilo f(v) = L 37 v; + dc(v),
con C algin convexo cerrado no vacio. Luego, es claro que f € I'o(R™), y esto sigue siendo
cierto si en particular tomamos C' = {v € R™ : vy = vy = ... = U }
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Consideremos ahora g(v) = > 0(v;), con 6 como en el enunciado. No es dificil verificar que
g € To(R™) y que ademaés g es estricamente convexa y diferenciable.

Calculemos fOg

(fB9) (Y1, -, ym) = inf {;sz +60(0) + >0y —vi) : (v1, .., vm) € Rm}

i=1 =1

1 m m
= {nf {mZU’ + Zﬁ(yz —v;): (V1,0 0m) ER™N C}
i=1 i=1

—inf{v—l—ZQ(yi—v): UER}
i=1
= M(ylaaym)

Luego, usando las propiedades de la inf-convolucion (problema 2.5) se tiene que M es convexa.

Por otro lado, para yi, ..., ym € R consideremos la funcion ¢(v) = v+ 37", 0(y; — v), luego
como 6 es positiva se tiene que ¢(v) > v. Sigue que ¢p(v) — +00 si v — co. Notemos también
que, por la misma razon anterior se tiene que ¢(v) > v+ 6(y; —v). Consideremos v < 0, luego

o(v) > 14 0(y1 —v) — 9(y1)’

y haciendo v — —o0 se tiene que

lim ¢v) > —14+0(1) = 00,

v——00 —

en particular, ¢(v) > 0 para v < 0 suficientemente grande. Ahora bien, como ¢£Z) < ¢(v)
para v < 0 suficientemente grande se tiene que ¢ es coerciva y por lo tanto tiene minimo. La
unicidad viene de la estricta convexidad de ¢. Finalmente, la diferenciabilidad de M viene de
las propiedades de la inf-convolucion (problema 2.5).

Notemos que

M, (y) < v—i—ré@ <i(yz - U)) Vv € R.

Sea y;, = maxy;, luego como 6 es creciente se tiene que

6 <i(y - v)> <6 <i(yi0 - v)> C Vi=1,.m.

Sigue que Vv € R

M, (y) < v+ rmf (i(yio _ v)> <r [m@ <i(yi0 _ v)> - %(yio - v)] .
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Luego, tomando infimo sobre v € R se tiene que
!
M, (y) < —rm0* [ — | + yi,-
m

Por otra parte, se tiene que
1 m
Mr(y) _Ejnel[é} v+ (r(yio > +r Z 9( yzo U))

=1, i#ig
> min] v+ rf 1(- )
Z e e
, 1 1
:’I”Ejnelﬂlg 0 ;(yio_v) —;(yio_v) + Yig

= —1"(1) + gy,

>0

(c) Sea L = max{|0*(1)|,m|0(1/m)|} > 0. Notemos por L bien podria no ser un real, (si 1 ¢
dom@* o 1/m ¢ dom#*). Sin embargo, debido a la caracteristicas de 6, esta constante L es
finita. Especificamente, esto viene del hecho que [0,00) = dom 6*. En efecto, primero notemos
que 0 € dom #*, pues recordemos que 6*(0) = —inf{f(z) : = € R}, y dado que 0 es finita y
positiva se tiene que el infimo es finito. Por otra parte, como 0o (d) = dgom ¢+ (d) (ver solucion
de problema 2.6) y por hipotesis 05 (1) = +o0, se tiene que sup{y : y € dom6*} = +o0.
Luego como 6* es una funcién convexa, su dominio también lo es, por lo tanto se concluye
que [0,00) € dom 6*, y en particular, 1,1/m € dom#* y L € [0,00). Més atn, dado que 6 es
creciente, ran 90 C [0, 4+00), y como dom 6* C ran 96*, la afirmacion anterior es cierta.

Sigue que, por la parte anterior, para todo y € R™ se tiene que
|M;(y) — méxy;| < rL.
Luego, fijemos z € R" y tomemos y = (f1(x), ..., fm(x)) entonces se tiene que
[My(f1(2), os f(2)) — max{ f1(2), ... fn (@)} < L,
de donde se concluye que M, (fi(x),..., fm(z)) = méx{fi(x),..., fm(z)}, si r — 0.
(d) Sea h(x) = méax{fi(x),..., fm(z)}, luego, por la parte (b) tenemos que
()

h(z) —r0*(1) < My (f1(x), ..., fm(z)).

Por otra parte, como cada fj es convexa y finita (en particular continua por estar en R™) se
tiene que h es convexa y s.c.i., més aun como S(P) es no vacio y acotado, se tiene que todo los
conjuntos de nivel de h también son acotados, y por lo tanto h es coerciva. En consecuencia,
la funcion z — M, (fi(x),..., fm(z)) también lo es y por lo tanto existe al menos un punto,
que denotaremos por z,, que minimiza a esta funcién, es decir,

My (fi(zr), ooy frn(27)) < Mp(fi(2), ooy fr(z)) Vz € R™
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Nuevamente, por la parte (b) se tiene que, para todo r > 0
M, (fi(z),..., fm(x)) < h(z) —rmb*(1/m) Vz e R",
h(zy) —r0*(1) < My (f1(2zr)s ey frn ().

Con todas estas desigualdades obtenemos que h(z,) < h(x)+ r[0*(1) — m8*(1/m)]. Tomando
infimo sobre x € R™ y r > 0 suficientemente pequefio se tiene que

< 1 =
h(z,) < x1€ann h(z)+1=:v€R,

es decir, z, € I'(h) para todo r > 0 y dado que h es coerciva se concluye que {z,} permanece
acotada cuando r — 0.

Por otro lado, notemos que

xieann h(z) < h(z,) < h(x) +7[0"(1) — mO*(1/m)]Vx € R",

luego es facil ver que v(P,) — v(P) cuando r — 0. Mas at, si T es un punto de acumulacion
de z, se tiene que existe una sucesiéon r; — 0 tal que z,, — Z. Usando la s.c.i de h obtenemos

h(z) < lim h(z,,) = li}m v(P,) =v(P) < h(z).

k—o00

Recordemos que, dada la funcion deperturbacién propuesta en el enunciado, el problema dual
a (P,) es de la forma

D,). 0,
(Dr) yrréﬁlmw( y)

Calculemos ¢*(0,y*). Consideremos, para x € R", f(x) = (f1(z), ..., fm(z)), luego por defini-
cion se tiene

¢*(0,y") = sup sup {{y",y) — p(x,y)}
TzER™ yecR™

= sup sup {(7) =t (250 40 )}

z€ER™ yeR™

= sup sup < (y*,y) — mf v+ Z 0 <fl tYi— )
zeR™ yeR™ i—1
m
=7 sup sup sup Z{yfyz—v—9< +yz )]
z€R" yeR™ veR | “ r rm

=1

_ Y (i) ry—v
s 3 [ (2o (R =)} )

~ r oup sup {i o) - = - Zf}

z€R™ veR

_TZG yr) + sup Sup{Z[y;‘(v—fi(x))]—u}_

i=1 z€R™ vER i—1
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Es decir,
©*(0,y") =7 _0*(yf) +sup Zyz —1 vy — if (y, f(x)).
i—1 vER zeR
Por lo tanto,
G0,y =rY_0"(y) — if (" f(@)), con Zyz =1
i=1

Por lo tanto, dado que dom #* = [0, 4+00) se tiene que el problema dual es

D, ' 6*(yf) — fuf ( =1yt >0
(Dy) yy&gm{rz () — inf (", f(o Zyz Ui }

Notemos que por (b) se tiene que, para cualquier xg € R”,
p(x0,y) < mdx{fi(xo) +yi} —rmb*(1/m) < h(zo) + [[ylloc — rmb”(1/m),

en particular, p(zo, ) es finita y acotada superiormente en una vecindad del origen, luego por
el teorema de dualidad se que v(P,) +v(D;) = 0y S(D,) # (. La unicidad viene del hecho
que al ser @ diferenciable, se tiene que #* es estrictamente convexa (problema 2.8), luego el
problema dual alcanza su minimo en un tinico punto.

Problema 3.3

(a)

Por definicion se tiene que
|- 1" (2") = sup{(a™, z) — |||}
zeX
> AN(z*,z) — 1], VeelX, |z|| <1,A>0.
Luego, tomando supremos sobre x € X tales que ||z|| < 1 se obtiene que
-7 (%) = Alll2™| = 1], vA > 0.
luego haciendo A — +oo se obtiene que || - ||* > dp=+. Por otra parte, como
(@) = ||zl < [l [l="]| — 1,
se obtiene que || - ||* < dp-, de donde se concluye que esta desigualdad es una igualdad.

Sea x € X \ {0} y consideremos B = {z* € X*: ||z*| =1, (z*,z) = ||z||}, Notemos que por
el Teorema de Hanh-Banach, este conjunto es no vacio. Sea z* € 9| - ||(x), luego por definicion
se tiene que

() (% y—z) <[yl ==l VyeX,
en particular, evaluando en y = 0 e y = 2z se obtiene que
2]l < (2%, 2) < =]

Maés atn, se tiene que (z*,Z) = 1, con & = ﬁ Luego sigue que ||z*|| = 1, y por lo tanto
x* € B. Conversamente, sea z* € B, luego para y € X cualquiera se tiene que

@y —x) < |lz"[llyll = (=7, ) <Ilyll - ll=[.
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(b) En virtud de la parte (a), basta probar que B es igual a
C={peM: |u|=1, p" y u~ estan concentradas en K;[ y K, respectivamente}.
Sea u € C, sigue que
[ gau= [ ot [ gaw = [t [ gan =I5l (57) 0 ()
K K K K} K

pero como ut (K7) + u~ (K7) = pt(K) + = (K) = ||l = 1, se tiene aue (i, £) = || flloc ¥
por lo tanto p € B.

Reciprocamente, supongamos que p € B, luego

/ fit = | lloor
K

/ fu = / fut - / Fap= < [ flloolit () + 1= ()] = [ £lloo
K K K

lo que implica que

pero

/ fut = | flloot (K) = / Fdu 4 | oo™ (K).
K K

Notemos que el lado izquierdo de esta tdltima igualdad es siempre no positivo mientras que
el lado derecho es siempre no negativo. Sigue que ambos términos son iguales a cero y por lo
tanto

/K Fapt = | fllooi™ (K) /K Fap — || flloope™ (K).
Supongamos que existe A € B(K) tal que AN K;{ =0y ut(A) > 0. Sigue que
/ fdut = / fdut / Fdpt < | fllools® (K \ KF) + p(KF),
K K\K} K}

yva que p (K \ K}) > p(A). La desigualdad anterior es una contradiccion con la definicion

de B, por lo tanto no existe tal B. El mismo argumento es valido para pu~ y KJ?, por lo que
la igualdad queda establecida.

(¢) Notemos que ¢ : R" x C(K) — RU {400} y por lo tanto ¢* : R" x M(K) — RU {+o0}.
Recordemos que el problema dual a (P) esta dado por

D tn ©*(0
(D) l{glﬁ@(,u)

Calculemos ¢*(0, u). Por definicion se tiene que

©*(0,p) = sup sup {(u,y) — | f+y— D> zithilloo}
z€R" yeC(K)

= sup { sup {(u,f+y =D xi) = [If +y— i1 @itilloo} — (1, f = 20 withi) }

zeR"™ yeC(K)

= sup {72l v} + - 500) = s )

= ;;@{Z?:ﬁiw Vi) } + 0B+ (1) — (s f)-
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Luego es claro que

n
sup {Z %(Mﬂw/}ﬁ} € R siy solo si (u, ;) =0, para todoi=1,...,n.
zeR™ | ;9

Por lo tanto el problema dual se puede plantear como
(D) min{{u, f): p € B*, {(u,9;) =0, i=1,...,n}

Notemos que inf(P) € [0, f|lc] ¥ ademés, no es dificil ver que y — ¢(0,y) es finita y
continua en y = 0 (de hecho en todo C(K)). Luego por el Teorema de Dualidad se concluye
que v(P) +v(D) =0y S(D) # 0, pues el problema primal es factible.

Supongamos que existe z € R™ \ ran(A), notemos que como A es lineal continua, se tiene que
ran(A) es convexo y cerrado. Luego, por el Teorema de Hanh-Banach, existe z € R™ \ {0} y
a > 0 tal que

(Z,2) <a < <M, Zxﬂ/}i> . Vu e M(K).
=1

No es dificil ver que dado que M(K) es un espacio vectorial, Y ;" | Z;¢p; = 0 y como 1, ..., ¢y,
son Li. se tiene que T = 0, lo que es una contradiccion, por lo tanto A es sobreyectivo.

Por otra parte, notemos que el problema dual puede escribirse como

D). min , ) <1, A(p) =0
(D) MeM(K){W Fre el < (1) =0}
Notemos que A* : R" — C(K) el operador adjunto estd dado por A*(z) = > @ity y
ademas, como A es sobreyectivo, existe una constante L > 0 tal que ||A*(z)||cc > L||z||, por
lo tanto, dado que el problema primal se puede escribir

(P) min || = A*(@)]e.

se tiene que la funcién objetivo es coerciva y por lo tanto alcanza su minimo, pues es claramente
continua.

Sea f(2) = |f — A"@)loo ¥ 908) = (s ) + 65+ (1) + ex(ty(1). Luego las condiciones de
extremalidad son 0 € df(z) y 0 € dg(u). Notemos que f = ho A* con h : C(K) — R dada
por h(¢) = ||f — ¢||s. La funcién h es convexa y continua, por lo que

0f (x) = AOh(A*(2)) = AD|| - [lo(f — A*(2)),

es decir, z € S(D) si y solo si existe una medida u € M(K) tal que ||pl]| = 1y pty pu~
estdn concentradas en K}t Ar@) Y K}Ti A (z)? respectivamente. Luego, es claro que si A es
sobreyectiva, existe tal medida.

Por otra parte, (i) = f + Np«rker(a) (1), luego p € S(D) siy solo —f € Npenger(a)(pt), lo
que es equivalente a
(u—v,f) <0, Yve B"Nker(A).
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Problema 3.5

(a)

Notemos que el problema (P) es equivalente al problema

P n 1ly||?
(P) gggg\\yll ,

donde B = A(C + ker A). Luego , si B es convexo y cerrado el problema (P) tiene solucion
y por lo tanto S(P) es no vacio. La convexidad de B es directa de la convexidad de A y de
la linealidad de A, por lo que resta ver que B es cerrado. Sea {y,} C B tal que y,, >y € Y,
queremos ver que y € B. Por definicion, para todo n € N, existe x, € C' + ker A tal que
yn = Ax,. Por otra parte, como A es sobreyectiva, existe x € X tal que y = Ax. Ahora bien,
por el Teorema de la aplicaciéon abierta se tiene que existe una constante L > 0 tal que

[2n = [l < Lllyn =y,

es decir, z, — x cuando n — 400 y como C + ker A es cerrado se concluye que existe al
menos una solucion de (P).

Notemos que el problema (P) se puede re-escribir como un problema irrestricto de la siguiente
manera

P i A

(P) min f(z) + g(Az),

donde f : X — RU {+o0}, g : Y — R estan dadas por f(z) = dc(z) y g(y) = 1|lyl*

Recordemos que, 05 (z) = oc(x) y que g*(y) = g(y), luego el dual de Fenchel-Rockafellar de
(P) es

(D) min f*(=A"y) + g% (y),
yey
més atn, como domg = Y e inf(P) € R, por las condiciones de calificacion se tiene que
existe g € S(D). Ahora bien, por el Teorema de Dualidad de Fenchel-Rockafellar, se tiene que
z € S(P) siy solo si
—A*yeof(z) y yedg(Az).

Recordemos tambieén que df(x) = No(z) y que dg(y) = {y}. Luego sigue que y = AZ y que
(r—2,-A'y) <0, Vrel.

Luego, fijando z = A* Az y usando que A* es inyectivo (pues A es sobreyectivo) y que por lo
tanto admite una inversa por la izquierda, se obtiene el resultado.

En virtud de la parte (a), basta verificar que C'+ker A es cerrado. Sea {z,,} C C'+ker A tal que
xn, — x € X. Luego, existen dos sucesiones {u,} C C'y {v,} C ker A tales que z,, = uy, + vy,.
Ahora bien, como A es sobreyectivo se tiene que existe L > 0 tal que ||z — v,| < L|Az||,
por lo que la sucesion {v,} permanece acotada, y como {x,} es convergente, la sucesion {u,,}
también permanece acotada. Luego, como X es reflexivo, existen u,v € X tales que u, — u
vy v, — v. Mas aun, por definiciéon de C' se tiene que v € C. Por otro lado, como Av,, = 0, se
tiene que
(y, Av,) =0 para todo y €Y,
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pero por definicién del operado adjunto se tiene que
(A*y,v,) =0 para todo y €Y,
luego, pasando al limite y volviendo a usar la definicién del operado adjunto se obtiene que
(y, Av) =0 paratodoy €Y,

es decir, Av € Y+ = {0}, por lo que v € ker A. Concluimos que = € C + ker 4, ya que en
particular, z,, — x y este limite cuando existe es Ginico.

Directo del Teorema Kuhn-Tucker Fuerte.

Problema 3.7

(a)

Primero veamos que si Z es un punto critico de ® entonces también es un punto critico de W.

Notemos que la funcion x — (x, Az) es continua, luego por el Teorema de Moreau-Rockafellar
se tiene que para todo x € H

00(x) =Ax+0f(x) y 0¥(zr)=Ax+9(fo—A)(x).
Luego, sea T un punto critico de @, luego 0 € AZ+ 9 f(Z), es decir, —AZ € Jf(z). Ahora bien,

por la Formula de Reciprocidad de Legendre se tiene que & € 0f*(—Ax).

Por otra parte, sea A : X — Y operador lineal continuo entre dos espacio de Banach en
dualidad con X* e Y*, respectivamente. Sea g € I'g(Y"), notemos que en ausencia de hipotesis
de calificacién sobre g s6lo es posible asegurar

A*9g(Ax) C O(g o A)(x).
Sigue que —AJf*(—Az) C O(f* o —A)(Z) y por lo tanto —Az € I(f* o —A)(Z), es decir,
0€ Az + 0(f* o —A)(Z) = 0V ().
Ahora bien, como 0¥ (z) = 0¥ (z + u), con u € ker A, luego cualquier y € ker A + = es un
punto critico de V.
Notemos que como 0 € int(dom f* —ImA), en particular se tiene que f* es continua en —Az
para algin xg € H, y por lo tanto —AJf*(—Azx) = 9(f* o —A)(x).

Mas atin, sea § un punto critico de W, es decir, —Ay € 9(f* o —A)(y) = —AJf*(—Ay). Luego,
existe T € 0f*(—Ax) tal que —Ay = —Az. En particular, z=Z —g € ker Ay T € ker A + 3.
Aparte, ya que T € Jf*(—AzZ), por la formula de reciprocidad se tiene que —AZ € Jf(z), es
decir, Z es un punto critico de .

Por otro lado, por lo anterior se tiene que —Ay € df (), o equivalentemente

f(@) + [ (-Ap) = (z, - Ap).
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Por lo tanto,

B(z) = 3 (@, A7) + £ (2)
_ %(;; +5,A(z + 7)) + (7, —Ag) — [*(— Ap)
— %(z + 7, AY) + (z + 5, —Ay) — f*(—AY)
- _%<A(z +9),9) — [ (~Ap)
_ _%<A17,17> — [*(—Ap)
= 1)

Problema 3.8

(a) Denotemos por B la bola unitaria cerrada de X. Sea f(z) = (—z*,z) + 0p(x) y g(z) = dn.

No es dificil ver que f*(z*) = ||z* + 2*[|« v que g*(z*) = )1 (x*). Consideremos el par
primal-dual de Fenchel Rockafellar

p )

(P) min f(z) + g(2),

D , * (o k ()

(D) min f*(=27) +g"(z%)

Es facil ver que (D) coincide exactamente con el lado derecho de (3.2), y que ademas, (P)
coincide con el negativo del lado izquierdo de esta misma ecuaciéon. Ademas es claro que
v(P) € [0,]|z*]|], y como dom f = B se tiene que por el Teorema de Dualidad de Fenchel-
Rockafellar, el problema (D) tiene solucion, y ademas v(P)+v(D) = 0, que es exactamente la
ecuacion (3.2). Ademés como S(D) # (), en particular, el infimo se alcanza en algtin zj; € M.

Nuevamente, por el Teorema de Dualidad de Fenchel-Rockafellar, se tiene que
(A.3) zg € S(P) y xf€S(D)

es equivalente a

(A4) —x5 € 0f(xg) v xf € dg(xmp).

Como Of(xg) = —2* + Np(xo) y 0g9(x) = Nps(xg) = M+, esto tltimo por ser M un s.e.v. de
X. Sigue que (A.3) es equivalente a

(A.5) (z* —abx—x0) <0 Yz eB y aje M
Pero,

(z" — a5, — o) <0 Ve e Be (2" —xp,z) < (2" —z5,x0) VreB

& ||2" = apll < (2F — x5, 20) < 125 — ap ||zl

Como ||zo|| < 1, se tiene que xg € M alcanza el supremo del lado izquierdo de (3.2), es decir,
xg € S(P) siy solo si (2% — xf, x0) = ||2* — z§]|||zo]|-
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Sea z* € D, que por hipotesis es no vacio. y consideremos M = ({x1,...,x,}), €l e.v. gene-
rado por los vectores {z1, ..., x,}. Reescriendo la ecuacion (3.2) en términos de este M y z*
particulares, vemos que el lado izquierdo de (3.3) no depende de la eleccion de z* y ademas
coincide con (3.2). Por otra parte, no cuesta mucho convencerse que M L =D — 2"y que por
lo tanto

f ol = e e
z*eD T*Ez*+ ML
pero
inf  |[z*|ls = inf [z*— 2.
r*ez*+ ML r*eM-+

por lo tanto se concluye que
inf ||z*||s = inf [jz" — 2%
*cD JC*EML

Luego, las ecuaciones (3.3) y (3.2) coinciden. La alineacion de los vectores es consecuencia de
la parte anterior.

Tomemos X = C([0,7]) y por lo tanto X* = NBV([0,T]), con las respectivas normas del
enunciado. Consideremos n = 1, z1(t) =T —t € C([0,T]) y a1 = h + 3¢°T. Luego es claro
que en este caso « es igual al lado derecho de (3.3). Por lo tanto, la primera igual pedida es
directa de la parte (b). Para ver la segunda igualdad basta ver que como a; > 0, y* € R que
maximiza la funcién debe ser positivo y como ||z1(t)||lsc = T, se concluye que y* = +.

Sean v € NBV ([0,T]) y x € C(]0,T]), en particular v(0) =0y fOT |dv(t)| < oo. Recordemos
que

T n
/0 ]dv(t)| = sup {Z ‘U(ti_;_l) — U(ti)’ 0=t <ti <... <ty < tnt1 = T} .
=0
Definamos
Py={te(0,7]: o) = lloac} v T ={t€(0,7]: a(t) = —|allol

Notemos que como x es continua, ambos conjunto son cerrados y por lo tanto se pueden
escribir como unién disjunta (a lo mas numerable) de intervalos cerrados contenido en [0, T7.
Luego fF+ |dv(t)| y Jp_|dv(t)] estan bien definidas. Ademés, es claro que I' = T'y UT'_. sigue
que

T
) et = [ ety [ty + [ ateyiots

— el [/F+ dv(t) — /_F dv(t)] + / 2(t)dv(?)

Supongamos que v solo varia en I', con v(¢) no-decreciente si z(t) > 0y no-creciente si z(t) < 0,
luego . dv(t) = [, |dv(t)|y — Jp_dv(t) = Jr_|dv(t)], y por lo tanto

[ sty = el [ [ o= [ o] =tele [ 1anto) = et [ vt
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por lo que v esta alineado con z € C([0,T]).

Conversamente, supongamos que

T T
/0 £(t)dv(t) = [12]loe /O ().

Supongamos también que la variaciéon de v es no nula en I', como z es continua, existe un
intervalo cerrado de interior no vacio [a,b] C T'¢ tal que f; |dv(t)] > 0y |z(t)] < zo < ||7]|oo
para todo ¢ € [a,b], por lo tanto

T a b T
/0 :c(t)dv(t):/o x(t)dv(t)—l—/a :C(t)dv(t)+/0 x(t)dv(t)
a b T
< [lfloe / dv(#)] + o / (dv(8)] + [[2]oo /b dvt)|
T a
< oo /0 du(t),

lo que es una contradiccién, por lo tanto, v varia solamente en I'.

Supongamos que v no es no decreciente en el conjunto Ay = {t € [0,T] : x(t) > 0}. Sea
7 € 'y, en particular, 7 € A4, por continuidad de z, existe § > 0 tal que el intervalo
I = [méx{0,7 — d},min{T 4+ 6,T}] C A4 y supongamos que v es estrictamente decreciente en
I, luego [ pdv(t) = — Jp oy ldo(t)] <0, en particular,

T
/0 x(t)dv(t) = /F+ﬂ1 x(t)dv(t) + /(F+mfc)ur x(t)dv(t)
T /F PRCE /(WC)UF £(t)dv(t)

< Jlole [— AZCIES - |dv<t>]
T
<l | lauto)

lo que es una contradiccion, por lo tanto, v es no decreciente en Ay . El mismo argumento es
aplicable para A_ = {t € [0,T]: z(t) < 0}. Luego la equivalencia queda establecida.

Por otro lado, supongamos que I' = {0 < s1 < 59 < ... < s, < T'} es finito, luego v es contante
en los intervalos que definen los punto de I', y por lo tanto v es a lo mas discontinua en I', de
donde se obtiene que v solo tiene un numero finito de discontinuidad de salto.

Notemos que en este caso z1(t) = ||x1|leo sOlo en ¢ = 0, luego, por la parte (c¢) y (d), I = {0},
de modo que v es constante en (0,7]. Ademéas, como z1(t) > 0 en [0,7), por lo que v es no
decreciente en [0,7). Asi obtenemos que u = dv es un control impulsivo que solo varia en
t = 0, de modo que puede ser representada por v(t) = (fOT \dv(s)|) X(o,7](t), pues v(0) = 0,
donde xa(t) =1site€ Ay xa(t) =0sit ¢ A.
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Por otra parte, es facil ver que la funcién T' +> %(h + %gTQ) es convexa y que su derivada se

anula en T = %. Ahora bien, como v es solucion 6ptima del problema se tiene que

[ vl = X+ 2o = /3gh
o [T T Rst = '

Finalmente, el control 6ptimo es de la forma.

w0 sit=0
TN V2R site (0,7,
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