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Sea (Ω, F ,P) espacio de probabilidad

P1. Sean {Ai}i∈I ⊆ F una partición de Ω tal que |I| ≤ ℵ0 y para todo i ∈ I se tiene P(Ai) ∈ (0, 1). Sea X una
variable aleatoria tal que X ∈ L1(Ω, F ,P).

a) Pruebe la siguiente igualdad:

E(X | σ((Ai)i∈I)) =
∑
i∈I

∫
Ai

XdP

P(Ai)
1Ai

P− c.s

b) Deduzca de lo anterior la formula de probabilidades totales, para todo B ∈ F :

P(B) =
∫

i∈I

P(B ∩ Ai)

P2. Sea (Fn)n ∈ N una secuencia creciente de sub σ-álgebras de F , a esta secuencia se le llama filtración. Sea
(Xn)n∈N una sucesión de variables aleatorias tales que Xn ∈ L1(Ω, Fn,P) para todo n. Decimos que este proceso
es martingala si:

∀n ∈ N, E(Xn+1 | Fn) = Xn c.s

a) Sea X ∈ L1(Ω, F ,P), muestre que el proceso Xn = E(X | Fn) es una martingala.
b) Sea (Xn)n∈N un proceso adaptado e integrable, muestre que (Xn)n∈N es una martingala ssi E(Xn+1 − Xn |

Fn) = 0 para todo n ∈ N, donde (Xn)n es adaptado si Xn es Fn-medible.


