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P1. Completitud de la extensiéon de Carathéodory. Sea p*: P(X) — Ry U {oo} una medida exterior y sea 7
la sigma &lgebra de los p*-medibles. Demuestre que entonces el espacio de medida (X, n, u*|,) es completo (i.e.
contiene a todos los conjuntos despreciables).

P2. Irreducibles. Sea (X, F,u) un espacio de medida. Decimos que A es irreducible para p si pu(A4) > 0 y si para
todo B € F tal que B C A, se tiene que

mw(B) =00 pu(B) = p(A)
Supongamos que (X, F, i) no tiene conjuntos irreducibles. El objetivo de este ejercicio es demostrar que

{u(A): Ae F} =0, p(X)]

Sea ¢ € (0, u(X)) cualquiera.
a) Considere C = {A € F: u(A) > c}. Muestre que existe Ay € C tal que

AC A N AeC= p(A) = p(Ao)

b) Muestre que existe By € F que satisface las siguientes propiedades
e By C Ap.
« 1(Bo) <c.
e Si Bestal que By C BC Agy pu(B) < ¢, entonces pu(B) = u(By).

¢) Considere el conjunto A \ By y muestre que si u(Ag \ By) > 0, entonces Ay \ By es irreducible. Use esto
para concluir que pu(Ag) = pu(By) = c.

d) Deduzca que {u(A): A e F} = [0, u(X)].

P3. Topologia + Medida = F. Sea (X,d) un espacio métrico, B = B(X) la tribui Boreliana y u : B — R una
medida finita. Pruebe que todo Boreliano B satisface la siguiente propiedad:

(Ve > 0)(3F C X cerrado)(3U C X abierto)FC BCU y p(U\F) <¢

Hint: los conjuntos cerrados generan los borelianos.



