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P1. Recordamos que si Y ∼ Poisson(λ), con λ > 0, su función de densidad masa es:

P(Y = k) =
λk

k!
e−λ, para k ∈ N.

Y si Z ∼ Gamma(α, β), con α, β > 0, su densidad se define para z > 0 por:

Gamma(x;α, β) = βα

Γ(α)
xα−1e−βx,

Sea X = (X1, . . . , Xn) una muestra de n variables aleatorias i.i.d. con ley Poisson(λ), y x =
(x1, . . . , xn) una realización de la muestra.

a) Considerando una distribución a priori p(λ) = HN(λ;σ) =
√
2

σ
√
π

exp
{
− λ2

2σ2

}
1λ>0, demuestre

que la distribución a posteriori p(λ|x) posee la siguiente forma:

p(λ|x) ∝ λ
∑

xi exp
{
−nλ− λ2

2σ2

}
b) Consideremos ahora una distribución a priori p(λ) = Gamma(λ;α, β), con α, β > 0.

1) [Propuesto] Demuestre que la distribución a posteriori p(λ|x) está dado por:

p(λ|x) ∼ Gamma
(
α+

∑
xi, β + n

)
2) Describa el comportamiento asintótico para cuando n tiende al infinito.1

3) Buscamos el estimador λ̂ que minimiza

J(δ) =

∫ ∞

0
(δ − λ)2p(λ|x)dλ

Demuestre que
λ̂ =

∫ ∞

0
λp(λ|x)dλ

4) Determine λ̂MAP , el estimador máxima a posteriori de λ. Deduzca el estimador de máxima
verosimilitud λ̂MLE . ¿Qué sucede si n tiende a infinito?

1Se sabe que para α grande, la distribución Gamma se aproxima a una distribución normal con media µ = α
β

y σ2 = α
β2 .
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c) Se define el prior de Jeffreys π(θ) a un prior π tal que

π(θ) ∝ I(θ)1/2,

donde I(θ) es la matriz de información de Fisher, es decir (bajo ciertas condiciones de regula-
ridad que supondremos verificadas de ahora en adelante):

I(θ) = Eθ

[(
∂ ln pθ(y)

∂θ

)2
]
= −Eθ

[
∂2 ln pθ(y)

∂θ2

]
.

1) Determine el prior de Jeffreys π(λ) para una ley de Poisson(λ).
2) Verifique que el prior así definido no es una densidad de probabilidad.
3) Verifique que, a pesar de ello, se puede determinar una densidad condicional a posteriori

p(λ|x1, . . . , xn) = p(λ|x) correspondiente a este prior. Determine entonces la nueva esti-
mación para esta nueva densidad a posteriori:

λ̃ =

∫ ∞

0
λp(λ|x)dλ.
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