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Auxiliar 3: Operadores Diferenciales en Coordenadas Curvilineas

Pregunta 1. [Cilindricas]
A partir de las coordenadas cilindricas:

a) Calcule los factores escalares correspondientes (h,, hg, ).

b) Calcule los vectores unitarios p, é, z. Verifique que son ortogonales y encuentre el orden positivo.
¢) Deduzca la formula de la divergencia en coordenadas cilindricas.

d) Deduzca la férmula del rotor en coordenadas cilindricas. [Propuesto]

e) Calcule la divergencia y rotor del siguiente campo:

Va? + y? cos (arctan (y/x)) — arctan (y/z) sin (arctan (y/x))
?(w, y,z) = | /22 + y?sin (arctan (y/z)) + arctan (y/z) cos (arctan (y/x))

z

Pregunta 2. [Esféricas]

a) Calcule la divergencia del campo vectorial:

o) = (G (mryrap) 1 ()

b) Sea f = m un campo escalar en R3\{0} y d natural.

i) Escribir f en coordenadas esféricas y calcular V f en tales coordenadas.

it) Calcular Af = div(V f).

Pregunta 3. [Barbie > Oppenheimer]
De acuerdo a la teoria de Yukawa para las fuerzas nucleares, la fuerza de atraccion entre un neutrén y un
proton tiene como potencial, en coordenadas esféricas:

—Qar

U(r):—Ke— ,con K,aa >0
r

a) Encuentre una fuerza F tal que F=_VUen R3\{0}
b) Muestre que AU = o?U en R3\{0}

Pregunta 4. [Toroidales...?]
Se definen las coordenadas toroidales (r, p,0) mediante:

= (R+rsin(p))cosh, y=(R+rsin(p))singd, z=rcos(p) ,conrec|0,R],p,0c|0,2m).
a) Calcule los factores escalares correspondientes y verifique que este sistema de coordenadas es ortogonal.

b) Exprese gradiente, divergencia y rotor en estas coordenadas.[Propuesto]
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Pregunta 5. [Matraca pa la casa][Propuesto]
Calcule la divergencia y rotor de los siguientes campos:

0) F(p,6,2) = 22540 4 5

b) ?(x, Y,2) = IQ}ryQ [ z —y /22 + y?arctan (22))i + (y + = /22 + y? arctan (22))j + z(2% + yz)l%}

C) ?(n 0, SD) _ acos(cp)f + asin(p) %
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Definicion 1 (Sistema  Ortogonal). El  sistema de  coordenadas 7 (u,v,w) =

(z(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w)) con (u,v,w) € D C R3, se dice ortogonal si los vectores unita-
rios del triedro {u,v,w} definidos por
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son mutuamente ortogonales para cada (u,v,w) € D.
Definicién 2 (Factores Escalares). Dado un sistema de coordenadas ortogonal, definimos sus factores

escalares como:
Lo o7 ol |07
Yl du Ov Y dw

v =

Definicién 3 (Coordenadas Cilindricas). Se define el sistema de coordenadas cilindricas dado por:
T(p,0,2) = (pcosh, psind,z), pel0,4+o0f, 00,27, zeR

con factores escalares h, =1, hg = p, h, = 1 y vectores unitarios:

A~ A~

p = (cosf,sinfh,0), 6= (—sinfb,cos6,0), 2z=£k=(0,0,1).
Definicién 4 (Coordenadas Esféricas). Se define el sistema de coordenadas esféricas dado por:
7 (r,0,0) = (rsinpcosf,rsinsinb,rcosg), e |0,+o00[, 0 €[0,2x], ¢ € [0,7]

con factores escalares h, = 1, hg = rsinp, h, = r y vectores unitarios:

7 = (sin ¢ cos 6, sin ¢ sin 6, cos p), 6 = (—sin#,cos6,0), ¢ = (cosgcosb,cospsinf,—sinp).
Proposicién 1 (Gradiente en Coordenadas Ortogonales). Si 7 (u,v,w) es un sistema de coordenadas
ortogonal y f es un campo escalar de clase C', el gradiente de f tiene la forma:

1 8f 1 8f 1 0f .
Vf— Yy 29
I = ol oo Ty 0w
Proposicién 2 (Divergencia y Rotor en Coordenadas Ortogonales). Si 7 (u,v,w) es un sistema de
coordenadas ortogonal y F = F, 4+ F, v+ F, W es un campo vectorial de clase C', la divergencia y el
rotor de F' tienen la forma:
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