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P1l. [Férmula de Cauchy a lo matén]
a) Determine el valor de la integral

e?
—dz
ﬁz|_2 Z(’Z - 3)

b) Usando fracciones parciales, calcule

55 sin(mz?) 4 cos(72?)
aD(0,3) (z—=1)(x—2)

¢) Considere v la circunferencia centrada en 0 y de radio 1. Calcule

1
- d
é22+4z+1 %

d) Utilice las formulas de Cauchy para calcular

75 €2 —522 42241
5 dz
4D(0,2) (z=3)(x—1)

P2. [Propuesto] Sea f : C — C definida por f(z) = e~ y b > 0. Pruebe que:

(I) I e~ cos(2ba)dr = eV I e dx am [ e~V sin(2by)dy = et fob eV’ dy

. . —_ 2
Hint: Estudie e™* en un contorno rectangular adecuado.

P3. [Polos pa los lolos] Sea f : C — C definida por

(2 - 4)(z = 1)*

flz) =

(sin(mz))

Encuentre y clasifique todas las singularidades de f(z), distinguiendo si se trata de singularidades evitables
o polos, e indicando el orden cuando corresponde.

P4. [Residuos] Calcule

% eiz p
5 5 a2
zil=1 (22 +1)?

donde la curva se recorre en sentido antihorario.
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Resumen

m [Formula de Cauchy]: Sea f : @ C C — C continua en © y holomorfa en Q \ {p}. Sea r > 0 tal que
D(p,r) C Q. Entonces, para todo zg € D(p,r) se tiene la formula integral de Cauchy:

F(z0) = 1 é f(z) dz.

27t Jap(p,r) 2 — 20

m [Formula de Cauchy para derivadas]: Sea f :  C C — C continua en € y holomorfa en Q\ {p}.
Sea r > 0 tal que D(p,r) C Q. Entonces, para todo zp € D(p,r) se cumple que, si su derivada n-ésima

derivada existe: | )
() (5) — &% _ e
f ( O) 271 aD(p,r) (Z — Zo)n‘H ’

notar que para n = 0 se retoma el caso anterior.

m [Corolario]: Sea una f una funcién continua en una region 2 C C y holomorfa en 2 salvo una cantidad
finita de puntos, entonces f es holomorfa en (2 y mas atn, es clase C*> en ().

m [Singularidades]: Se dice que un punto p € C es:
e Singularidad de f si f no es holomorfa en p y en todo entorno de p existen puntos donde la funciéon
es holomorfa.
e Singularidad aislada de f si f no es holomorfa en p y 3R > 0 tal que f € H(D(p, R) \ {p})-

¢ Singularidad evitable si es singularidad aislada y lim,_,, f(z) existe.
m [Polos]: Diremos que zj es polo de orden m € N> de f si:

e 2, es singularidad

e m > 1 es e menor tal que:
Ly(p)= lim (z —20)"f(2)=1#0

Z—20

Si m = 1 entonces se llama polo simple.

m [Residuo]: Sea Q C C un conjunto abierto, p € Q un punto y supongamos que f € H(Q\ {p}). Sipes
polo de f de orden m, definimos el residuo de f en p por:

1
Resf,p:—,/ f(w)dw
(fip) =5 - (w)
Ademas, se cumple que:
) 1 dm—l .
Res(f,p) = il_% WW ((z=p)"f(2))

m [Funcion meromorfal: f se dice meromorfa en un abierto 2 si existe P C 2 finito o numerable tal que:
e fEeH(Q\P).
e f tiene un polo en cada punto de P.
e P no posee puntos de acumulaciéon

m [Teorema de los Residuos]: Sea f una funciéon meromorfa en un abierto {2, y sea P el conjunto de sus

polos. Sea I' el camino simple y cerrado, recorrido en sentido antihorario, que encierra una regiéon D C ()
y tal que ' P = (). Entonces I" encierra un niimero finito de polos de f, digamos PN D = {p1,...,pn}t Yy

mas aun: n
55 f(z)dz = 2mi ZRes(f,pj)
T j=1
- [Regla de L?Hopital] Sean f7g e I‘[((Z)7 p = Q yn Z 1 taleS que g(p) =...= g(nfl)(p) = 0 # g(n)(p)
Entonces:
no existe si Ik € {0,...,n—1}, fF(p) £ 0
lim =\l (k) (p) =
p g(z) si Vke{0,....,n—1}, f"(p)=0

g™ (p)



