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P1. (6.0 puntos)

Las series de Fourier son utilizadas en el estudio del diagndstico de enfermedades del corazon.
Por ejemplo, si una funcién periédica f(z) modela las pulsaciones del corazon, se puede decidir
el estado de salud de un paciente y determinar si estd enfermo cuando
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donde by, by, v aj, son los coficientes de Fourier para una funcién periédica de periodo 2L con
—L<x<L.

Suponga que el electrocardiograma de un paciente estd dado por la funcién f(z) =1 —z, con
—1 < z < 1, periddica de periodo 2L = 2. La idea es determinar si el paciciente estd o no
enfermo. Para esto, siga los siguientes paso:

a) (2.0 puntos) Pruebe la desigualdad de Bessel, la cual establece que
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Indicacion: Muestre que
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Luego, desarrolle la expresién 0 < |f( ) — Sn(z)]?dz donde Sy es suma

parcial de la serie de Fourier de la funcmn seccionalmente continua f.
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Solucién: Sea Sy (x —|— Z (ak cos < ) + by, sin ( 2x>) la N —ésima suma parcial de la



serie de Fourier de f. Luego,
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0.3 pt.

Asi se obtiene también

Anidlogamente, para k > 1, tenemos
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Por ultimo
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De esta forma, segiin los calculos anteriores obtenemos

0.3 pt.
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Por lo tanto
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En conclusién,
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para todo N > 1. El resultado se sigue considerando N — oo.

b) (2.0 puntos) Calcule los coeficientes by, b y aj para la funcién f del electrocardiograma
del paciente.

Solucion: Para ag
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Para ai, con k > 1, debemos calcular
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Integrando por partes obtenemos

0 — sin(kmz)

km

Se pueden reducir las cuentas anteriores usando algunos resultados sobre in-
tergracién de funciones pares e impares sobre intervalos simétricos.

Por ltimo, para by debemos calcular
1
by = / (1 — ) sin(kmx)dz.
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Nuevamente, integrando por partes se sigue que
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c) (2.0 puntos) Concluya, segun el criterio establecido, si el paciente esta enfermo o no.
Indicacion: Use los items anteriores.




Solucién: Forma 1 (Con la parte a): Tenemos

/ 11 f@Pdr= [ 11<1 — )%ds
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Asi, usando la desigualdad de Bessel y los calculos anteiriores obtenemos
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§+Z(ak+bk) < §+Z(ak+bk) < 3 1.0 pt.
k=1 k=1
Por lo tanto, seglin el criterio establecido el paciente no estd enfermo. 0.5 pt.
Forma 2 (Con la parte b):
9 12 12 0
o+ (“”bk)_HZTW§2+ZT2W2_2+§§13‘ 1.5 pt.
k=1 k=1 k=1
Por lo tanto, seglin el criterio establecido el paciente no esta enfermo. 0.5 pt.

P2 (6.0 puntos) Las vibraciones de una varilla semi-infinita se modelan mediante la siguiente

ecuacion:
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— f+a"— =0, x>0,t>0. *

ot? ox?t ()
Supongamos que la varilla también satisface la condiciéon de borde en el origen dada por
%(t,O) = 0 para t > 0, y que inicialmente se cumple %(O,az) =0y u(0,z) = ﬁ para

x> 0.

a) (2.0 puntos) Considere v(t,-) como la extensién par de u(t,-). Verifique que esta ex-
tensién satisface la ecuacion (x) para z € Ry t > 0.

Solucién: Consideremos la extensién par de u(t,-), denotada por v(t,-), definida de la siguiente
manera;:
u(t, x ara x > 0,
ot z) = 4 BT, para =
u(t,—x), para z <0.
Es importante destacar que v resulta ser continua si y solo si u es continua. Ademas, v

es derivable en 0 si y solo si u es derivable en 0 (utilizando la definicién de derivada con
limite lateral). 0.6 pt.

Por otro lado, se cumple que v = u para todo ¢t > 0 y para todo = € ]Rg. Por lo tanto,
si u satisface la ecuacién (%) para todo t > 0 y para todo x € ]Rar , entonces obviamente
v también satisface la ecuacién (x) para todo t > 0 y para todo x € Ra' . 0.6 pt.




Ademas, considerando que v(t,x) = u(t,—x) para todo t > 0 y para todo z € Ry, se

tiene que:
Ut = Ut,
Ut = Utt,
Vg = —Uyg,
Vpx = Ugz,
Vpzx = —Uzzx,
Vyrxxr = Uzzar,

para todo t > 0 y para todo = € R . Por lo tanto, se concluye que v satisface la ecuacién
(%) para todo t > 0 y para todo xz € Ry 0.6 pt.

En consecuencia, se puede afirmar que v verifica la ecuacién (%) para z € Ry t > 0. 0.2 pt.

:

b) (2.0 puntos) Deduzca que la transformada de Fourier de v(¢,-) es

0(t,s) = \/Ze|s cos(as’t).

Ayuda: Utiliza el hecho que la transformada de Fourier de
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Solucién: Para deducir la transformada de Fourier de v(t, ), denotada como (¢, s), podemos uti-
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lizar el hecho de que la transformada de Fourier de ﬁ es F (ﬁ) = \/ge_|3|.

Aplicando la transformada de Fourier a ambos lados de la ecuacion, obtenemos:
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Usando las propiedades de la transformada de Fourier, tenemos:

@(t s) + a?st(t,s) =0 0.3
o2 o) = 3 pt.
Esta es una ecuacion diferencial ordinaria lineal homogénea cuya soluciéon general es de
la forma:

d(t,s) = A(s) cos(as®t) + B(s) sin(as?t), 0.3 pt.

donde A(s) y B(s) son funciones que dependen de s y deben determinarse a partir de
las condiciones iniciales.

Dado que (0, z) = para x > 0, podemos escribir:
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U(O,s):f(1+x2> :\/ge Isl, 0.3 pt.

Sustituyendo esto en la solucién general, tenemos:
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0(0,s) = A(s) cos(0) + B(s)sin(0) = A(s).



Por lo tanto, A(s) = \/5e ™%l

Por otro lado como ©,(0, s) = 0, se tiene que

9¢(0,5) = B(s)as®> =0= B(s) =0 0.3 pt

Finalmente, la transformada de Fourier de v(¢,-) es:

0(t,s) = \/ie_IS cos(as’t). 0.2 pt

¢) (2.0 puntos) Concluya que la solucién u puede escribirse en forma integral como sigue:

u(t,x):/ e~% cos(sx) cos(as’t)ds.
0

Solucién: Si resolvemos la ecuacién para v y encontramos una solucién par, como las soluciones

ov
de esta ecuacién son continuas se tiene —(t,0) = 0, para ¢ > 0 y en consecuencia
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restringiendo v a [0, 00) obtenemos la solucién del problema original. 0.5 pt.

Notemos que si una funcién f(s) es par, entonces
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Aplicando a 9(t,z) (que es par) llegamos a

oo
u(t,z) = / e~ % cos(as?t) cos(sz)ds. 0.5 pt.
0

Si consideramos la extension par v(t, z) de la funcién u(t, z), como se mencioné anterior-
mente, podemos concluir que la solucién u(t, z) del problema original se puede expresar
en términos de v(t, z) de la siguiente manera:

o0
u(t,x) =v(t,z) = /0 e~* cos(as’t) cos(sz) ds. 0.5 pt.



