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P1. (6.0 puntos) Sea f: [—m,m| — R definida por:

a) (1.5 puntos) Calcule la serie de Fourier de f.

sol: La serie de Fourier de una funcién se puede calcular utilizando la siguiente férmula:

f(z) = % + Z (an cos(nx) + by, sin(nx))
n=1

donde los coeficientes a,, y b, se calculan de la siguiente manera:

an = % _7; f(z)cos(nzx) dz

1

by, = = f(z) sin(nz) dx

Es importante notar que si la funcién f es esencialmente impar, entonces a, = 0 para {0.3 pt.
todo n. Ademas, el coeficiente b, puede simplificarse atin méas. Consideremos el caso
cuando b, se calcula para n impar:

2 (™1
by, = / —sin(nx) dx
™ Jo 2
Integrando y evaluando los limites, obtenemos
- 1 —cos(nz)|” 1— cos(nm)
"o n 0 N nm
Observamos que cuando n es par, cos(nm) = 1, por lo que b, = 0. Por otro lado, cuando
n es impar (es decir, n = 2k — 1 para algun entero k), cos(nm) = —1, lo que nos da
1—(-1 2
by = 1-CD =— 0.5 pt.
nm nm

Entonces, podemos expresar la serie de Fourier simplificada como

_2 isin ((2k — 1)x)
- % — 1 0-4 pt
k=1

—_



+0o0
1
b) (1.5 puntos) Use la identidad de Parceval para calcular ; e
Sol: La identidad de Parseval establece que para una funcién f(x) con su correspondiente
serie de Fourier, se cumple la siguiente igualdad:

[ e ao=n (F 432k )

—T

En nuestro caso particular, tenemos que:

i 1 T
/ (f(x))? dg =7 -2m=2

—T

Y al reemplazar en la identidad de Parseval, obtenemos:

(Bt rt) =X i

Por lo tanto, llegamos a la siguiente igualdad:

oo

T 4 1
2 7 D (2k —1)2
k=1
De esta forma, podemos concluir que:
$ o1 -
2k—12 8 -0 bt
k=1

c) (1.0 puntos) Calcule el valor de la Serie de Fourier para x = 0.

sol: En « = 0, la funciéon f(x) es discontinua, por lo tanto, la serie de Fourier en ese punto { (.5 pt
se calcula como:

(10 + £07) = 5 (-5 +3) =0 05 ot

d) (1.0 puntos) Sea S,(z) la suma parcial enésima de la serie de Fourier de f, para
N = 2n 4+ 1 impar, es decir:

S¢(0) =

| =

2

o) = 2 [ty + 202 . s+ )

3 2n+1

Muestre que:

Su(z) = /0 "SIV F DY) g,

sin(u)
sin(ku) v . . . -
Ayuda: Use que 3 = cos(ku)du y la identidad trigonométrica
0
1
cos(z) sin(y) = 5 [sin(z + y) — sin(z — y)].




sol: Segin la indicacién, la suma parcial se define como la integral de una suma de cosenos:

r N
Sn(x) = i/ Zcos((2k: + Du)du

U —

Utilizando una identidad trigonométrica, podemos expresar cada término de la suma en

funcién de senos:

cos((2k + 1)u) sin(u) = % (sin(2(k + 1)u) — sin(2ku))

Por lo tanto, la suma parcial se puede reescribir como:

v N sin(u
SN(x):z/ Zcos((Qk—i—l)u) - ( )du

mJo = sin(u)
1 /’” sin(2(N + 1)u) — sin(0) P

== u
7 Jo sin(u)
1 [®sin(2(N+1

L1 [,
T Jo sin(u)

e) (1.0 puntos) Pruebe que el primer méximo local de Sy en (0,7) es zy = ﬁ

sol: Al derivar Sy (z), obtenemos

() = 1sin(2(N +1)z)

T sin(x)

Para encontrar los puntos criticos, debemos buscar aquellos valores de x para los cua-
les sin(2(N + 1)z) = 0. Esto ocurre cuando 2(N + 1)z = km, donde la primera raiz

corresponde a k = 1. Por lo tanto, obtenemos &y = s+

0.4 pt.

2(N+1)=
Ademas, podemos demostrar que se trata de un maximo local analizando la segunda
derivada
9 2(N 4+ 1) cos(2(N + 1)xy)sin(xy) — sin(2(N + 1)z ) cos(zn)
Sy(zn) =

msin?(xy)

_ 2(N + 1) cos(m) <0

msin(zy)

P2 (6.0 puntos)

Nos proponemos resolver la ecuacién en derivadas pariales no homogénea siguiente

U = Ugy + 1, z € (0,7/2), t > 0.
(*) u(0,t) =1, ug(m/2,t) = —m/2.
u(z,0) = —2% + 3z, w(z,0) =0,z € (0,7/2).



a)

Sol:

b)

Sol:

(1.0 puntos) Considerando el cambio de variable w(zx,t) = u(z,t) + f(x), donde u es
solucion del sistema anterior; determine f tal que w sea solucién de

Wit = Weg, € (0,7/2), t > 0.
(xx) S w(0,t) =0, wy(m/2,t) = 0.
w(zx,0) = —% + 31z — 1, wy(z,0) =0,z € (0,7/2).

Usando el cambio de variable sugerido tenemos uy = wy. Ademds, wy, = Uz + f ().
Como queremos que wy = Wy, se sigue que f”(z) = 1. 0.1 pt.
Luego, f tiene la forma f(x) = 2%/2 4 cx + d donce ¢ y d son constantes. 0.2 pt.
Para determinar las constantes ¢ y d usamos las condiciones de borde. Note que

1 =wu(0,t) = w(0,t) — £(0). 0.1 pt.

Por tanto f(0) = —1 ya que w(0,t) = 0._Esto implica que d = —1. Ademds 0.1 pt.
T

—5 = ug(7/2,t) = we(r/2,t) — f(7/2). 0.1 pt.

Luego, ¢ = 0 va que wy(7/2,t) = 0. 0.1 pt.

En conlusién, f(z) = 22/2 —1 es tal que w verifica wy = wyy v w(0,t) = wy(mw/2,t) =0. 0.1 pt.
Por dltimo, para dicha funcién f se sigue que las condiciones iniciales de w son

2

T
u(z,0) = w(z,0) — % +1=—2*+ 5% 0.1 pt.

obteniendo w(z,0) = —22/2 + Tz — 1: v wy(x,0) = 0. 0.1 pt.
(2.0 puntos) Pruebe que si w(x,t) = M(x)N(t), entonces M verifica

M"(z) 4+ AM(z) =0
M(0) = M'(x/2) = 0.

Ademés, pruebe que para A\, = (2n + 1)? se obtienen las soluciones no triviales de la
forma M, (z) = sin((2n + 1)z) con n > 1.
Indicacion: Analice los casos A =0, A <0, A > 0.

Considerando w(z,t) = M (z)N(t) se sigue que
M (x)N"(t) = M"(z)N(t).

Como buscamos soluciones no nulas tenemos la siguiente expresién debe ser constante,
digamos —\, es decir,
N”(t) B M”(CL‘)
N(t)  M(x)

— A 0.1 pt.

Ademés, de las condiciones de borde de w tenemos M (0) = M'(w/2) = 0. Por lo tanto, {0.1 pt.
M verifica el sistema indicado. Ahora, debemos analizar la naturaleza de .

Caso A\ = 0: Se tiene que M"(z) = 0. Luego, M(x) = cx + d. Pero como M(0) =
M'(7/2) = 0, obtenemos la solucién nula M (z) = 0. Por tanto A no puede ser cero. 0.3 pt.
Caso ) < 0: En este caso la solucién tiene la forma M (z) = C’le*\/j‘x + Cge‘/j‘m con 0.3 pt.




C1 y C5 constantes, ya que las raices de la ecuacion caracteristica son reales. Imponiendo
las condiciones de borde, las constantes Cy y Cy verifican

Ci+Cy =0,
VEX(=Cre™ VA2 4 CpeV =AY = .
Por lo tanto C7 = C5 = 0, obteniendo nuevamente una solucién nula. 0.3 pt.

Caso \ > 0: En este caso la solucién es de la forma M (z) = Cy cos(vAx) + Cy sin(v/Ax)
ya que las raices del polinomio caracteristica son complejas. Notemos que la condicién
M (0) = 0 implica que C; = 0. Ademds, usando la condicién M'(7/2) = 0 se sigue que
Cav/ A cos(v/Am/2) = 0. Para obtener soluciones no nulas debe ocurrir que cos(vAr/2) =

0. De esta forma, Vr/2 = (2n + 1)7/2 con n > 0. Por lo tanto A\, = (2n + 1)2 v

M, (z) = Cysin((2n + 1)z) con n > 0 verificando lo pedido.

c) (1.0 puntos) Use A, del item anterior para concluir que w tiene la forma

w(z,t) =Y [Ancos((2n + 1)t) + By sin((2n + 1)t)] sin((2n + 1)z).
n=0

Indicacién: Determine la forma general de N(t) para dicho valor A,,.

Sol: Del item anterior tenemos N”(t) + A\, N(t) = 0. La solucién general de esta ecuacién

es de la forma N(t) = A, cos((2n 4+ 1)t) + B, sin((2n 4+ 1)¢) ya que )\, > 0. Como

wp(z,t) = My (x)N,(t) v la ecuacion el lineal, se sigue w tiene la forma (incluyendo la
constante Cy en las constantes A, By,)

oo
w(z,t) = Z [Ay, cos((2n + 1)t) + By sin((2n + 1)t)] sin((2n + 1)x). 0.5 pt.
n=0
d) (1.0 punto) Use la condicién w(zx,0) = —%2 + 5o — 1 para deternimar A,; y use que
wy(z,0) = 0 para concluir que B, = 0 para todo n > 0.

Easter egg:
/xsin(:c)dx = sin(z) — z cos(z) + C

/x2 sin(z)dz = —27 cos(z) + 2 cos(z) + 2z sin(x) + C

Sol: Siguiendo las indicaciones, tenemos

$2 ™

-5 + 5 1= nz:OAn sin((2n + 1)z).

Multiplicando por sin((2j + 1)z) la ecuacién anterior e integrando el resultado sobre el
intervalo (0,7/2) obtenemos

4

w/2 2
Aj = 77/0 <_"”2 + ggg - 1) sin((27 + 1)z)dz,




donde hemos usado la ortogonalidad de conjunto {sin((2n+1)x) },en. Usando los compu-
tos proporcionados obtenemos

T2 2 . _ 1 2 J ﬂ-
/0 — sin((2) + Da)dz =5 ((27+1)3 - (2J+1)2) ’

™2 ; T
I ; — (1 — "
/0 21’8111((2] + Dx)dz =(-1) STeTEER 0.2 pt.

w/2 1
/ sin((2j + 1)x)dx =
0

2j+1°

4 1 1
or 1o tanto, <(2n+1) 2n+1> 0.2 pt.

Por dltimo, para hallar los coeficientes B,, derivamos respecto a t a w obteniendo

o0

Z n(2n 4+ 1)sin((2n + 1)t) + B, (2n + 1) cos((2n + 1)t)] sin((2n + 1)z).

Evaluando en t = 0 la expresion anterior se sigue que

o0

> [(2n+1)By]sin((2n + 1)z) = 0.

n=0
Nuevamente, por la ortogonalidad del conjunto {sin((2n + 1)x)},>0 concluimos que

En resumen, la solucién del sistema (xx) es

w(x,t):i[i<( L 1 )cos((2n+l)t)]sin((2n+1)x).

3
vt 2n+1)3 2n+1
(1.0 punto) Determine la solucién del sistema (x).

Sol: Recordemos que w(z,t) = u(z,t) + f(z). Vimos que para f(z) = 22/2 — 1, w es
solucién de (#x). De esta forma, la solucién de (x) es:

u(z, )=—+1+Z[ <2n+1 2n1+1>cos((2n+1)t)}sin((2n—l—1)x).




