e
wa C1

P1. Sea f:R?+— R dada por:

(2 —y*)In(z® +y?)  si(z,y)
0 si (z,y)

(0,0)
(0,0)

I

f(rqy)={

(a) Calcule, donde existan, las derivadas parciales de f en R?.
(b) Verifique si f es diverenciable en R? .

¢) Concluya si f es de clase C' en R?.

& pure (X:a) # (0,0) se )Uueder\ calcul ay
divectamente

- 3 (xig) = AX in (X*+Y*)+ 2x(x* - 4*)

o’?X X"—\-% 2L

- &t (X 9)= -aYin(X*+ Y2+ 2 y2)
24 )= “ayin(e ) 2Ll

Como en (X1} = (0,0) ha(}{ una. discontinvidad

> Tenemos que calwlar por deol'm'lc}m

A (0,0) = lim  £(t0) = £(0,0)
X k-0 t




= hm t%in (L?)

t =0 t
= Iim + in(t?)
t—=90
= lim 2t in(k)
t >0
Tomand o X=4/t = t=4/x
z lim -2-4_in(X)
L =00 X

es de la otormq

=hm -2 L inX) = oo

+—>p0 X £
L‘HOPPAOJ
M(X) = -Z2inlX) = N'(X)= -2
X
3(x)= X — g‘(x)-—-—/!

Pem)olaaando



=lim -L =0
t200 X
At O
AX
Analogamenjre Se obhene
At =0
A

b f)am ello , estudiavemos la continvided
de las devwadas P(HC\OI@S’

—> FWOL (X:j\* (0,0) Sediene
divectamente la continvidad poy
dlgebya (,ovnposicion de f&ﬁt\bﬂt’s

mimuast |
\V4

Slo es necesayio estudiay
lw— contfmuidad en
el origen !

C> lo haremos poy medio  de los
limides



im

(X,9)

||'m

at (X, Y)
= (0)0) A4X

63V =©00) At (%)

3¢

Para. ello , notamos lus 6’%{ desigUaHades

/.

2.

X [X*-d?) | ¢ 21X]
X‘+32

24X~ 4% | < 21yl
Xy |

3. X[ lin(x*+y2)] € Jx* + Y2 lin(x*+g2)]
haciendo @ X =Y casd

[ X
| X

3 =Y Sen (¥)
n(x*+Y2)l ¢ v lin(r?)]

n (x‘+511)| £ v |in (Y)\

Y. Ana\ogo o 3.
[ llin (x >+ 421 £ gy lin ()]



donde

'k PGS ED > 0
(XeY ) = (0,0)

Anali do los ‘lmﬂ r Sond h
Pc?raro tanto : L

lim ‘;H' )"(X( )

O¢ (X:d)") (0)0) } 3 )

= lim ,;len X2+ 92)+ AxX (X2-Y2)
\%1Y}-> (0,0) td*

= lim )&Yln(x +31) + lim dX (X *-92)
1% 9)=> (0,0) (X)) > (0,0) X Y=

1S Aqui usamos lo obtenido anteriormente

< him  2rlin(v)] + lim 21X |
Y =0 (X ) —=>(00)
= 0

Se oonclua e que:

m o 2E (X Y) = _t(o,o)
v Y)->(00) A



S df es  continva en lO;O)_‘
A X

— dt es confinua  en todo su dominio!
X

Analoaamenjre )

. df es contmva en (O;D)l
A4
—> 3 es wnlmua en lodo sv dommmio |

ag

. las devivadas parciales Son
conhinvas en todo RZ

C. 5i, da gque las  devivadas parciales
Son  conhnuas en +odo  Su domwnio

( Jaaa . %aludos)



P2. Demuestre si los siguientes conjuntos son abiertos, cerrados o ninguno.

(a) A= {(l l) eR?:m,n e N}

n m

(b) B:{(;r.y)ER2:3/>0/\1<372+3/2<4}
a A=5(%xLEVER  mneN}

S con un poco de maginacion notamos que
el onjndo corresplnde o pumos aiglados

=L S0spechamos’ Gue es cerrado.
notamos que (1,0)€ A, 5ea ¥>0

Por Prop axguimediay)a (es de diferencia,)
JneM ta  v-n>{ — r>{1/n

Tenemos  entonces gue :

(4, 1/A) € BlM0),r)
VV>O ] B((“')O)]Y) & Cc

C no es abieyto <> C no escerrado

C vo es5 ni abn‘erjro ni cerrado



b B=2Z(XY)cR*: y>04 f1<x2+92<Y]

L)POf lo. desigualdad , suponemos gue
el COY!dUYHLO 858 abler-lo P L

Utihaavemos a propiedad que dice
Sean é/lifx,e: abierw‘os fl'nhlos
) AL es abierto.

LEA
fuego,nojram% que
B=8B1182103
Con °
Ba = 2(xY) ER* 5 $>07
Ba =8(X,4)eR?) X *+ 3 >13= (Blo41))
Bs = (X, ) €R*: X*+y*<Y = B(0, 2)

es directo ue Bzg, B3 %on abienlo;
Jo  gue Ge de Inemn cOmo bola]s
abieyta s IH complemen s de bo
cevra.do



— Golo J(allrcx estudiay Ba.
Sea. (x,g)€P1 = HY>0
Tomando ¥ = J/a
qu: B((X:Q)JY)QBA

Sea (X19')E€B((%:Y)r)
Y=g £ J{(x-x=5(g-gV7 < /2

— (K) 18‘) € D4
" D4 es abierto

D es aloiefjro al sev interseccion fin')}a
de abie(*os :



P3. Demuestre que:
B(xg,r) =rB(0,1) + {zo}.

Donde: C+ B ={c+beR’:c>C,be B}
qur - B(Xo,x)=Y-B(0,4)+ 2 Xas

dado A+tB=5a+heR%: acA, beB
— Veomos por doble inclusion

£l Seq 36‘— B(Xo,¥) , notames due

g Xo* "(ﬁ_icz)

>

[g4 -Xo Iy — | =X
e

< 1

2] Gep Xot1Z ,con ZEB0A)
I Xo —(XotyvZ)l =llvel= x|zl ¢r



— $Xof+Y B(0,4) € B(Xo+Y)
. B(Xo,r) = ¢ B(O) + 2 %o



3 v . 2
P4. Sea a > 0 un parametro real.Se define la funcion f : R* — R, como:

flz,y) = .;-';lJ; .2 si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

(a) Determine los valores de o para los cuales las derivadas parciales de f existen en (0,0), en tal
caso, calculelas.

(b) Determine los valores de a para los cuales f es diferenciable en (0,0).

a. notumos ve pava (X 4) #(0,0)
no hcing prOﬁlemo«/ d |

—> Veremos pot def los  devivadas
Parciales en (X,‘(j ) = (0,0)

- 34 (0,0) = im 4 [(0,0) * £ (4,0)) - £(0,0)
ax t >0 t

= im jf”dQ)
t—>0 t

= lim lﬁ)%L
£t20 t3

L'>xr)o-}cmnos gue lu existencia de este
limite dePende del voor de ol
l

\V4
os dn'vicll'vemos én 3 cusos |



A @d-3>0 — d>2
para. este casp, dade una sucesion
(En)n IR/ 702

Tg. tn —> O, Se *tiene Que:

Flen,0) = [tn]® = 1tn] >
[tn]®

Como tn —>0 y entonces tn)— 0
’3 omo Ad -3>0 , Setiene que
20—

| en | — 0
‘\m 'tn‘ZOL::-O
>0 tp 3
at (0)0) =0
e AX

gj Cusp Ak —3 = 0 — ol =3/3

Consideyando la sucesion tn=1/n



n->060

notaumos gque tn > D
en tonces
H;v)lzd' — (4/V))J.GL
tn3 (1/n )3
= _£'!/y))3 =/
(1/n)>

—>  |im HW)’:UL = /
tn>0 twn3

Por‘ otyo lado, 6 {omamos le sucesion
Xn =-1/n

lo.  dl SqulS{acf

Yn —> 0
notumos doue :
o- 3
IXn12% = 1-4/n] " 1-1/nl - _ A

Xn 2 (-1/n)3  (-1n)?3



Xn =0  yp,3

notumos E(.\)e 105 \\'mijres no coiﬂciden

= 84 [(0/0) no existe |
AX

JELJ TR0 (ol £ 341)

COD’\S'tdEYeY)’)DS 1a 6UC€5.lOYI :
n—=-e&

tn = 1/n =40,
'uego‘
,tmLzoL - |4/n12&
tn3 (1/n)3
= (4/n)*
[(1/n)3
= (4n)*+73

— WS—QOL — 9



lveao , el limite no existe Ya que
d\\)e ge
.. dT (0,0) exigte s Ve Slo s oL>3/2
AX
¥ vale O.

Veamos ahor « 5”/&51 [0,0)
> estudiamos por defin)cfon.‘
at (0,0) = lim £ ((0,0)% € (0,0)) - £(0,0)

&3 L0 £
= \1m i[O;b)
t—=20 t
= im \Olad-'-"‘o Jol>0
£—0 3

<. 21 (0,0) existe Yol>p Y Sv
ot
valoy es 0.



b. Vamos a resolver por definicion’

S 4 fueva di}eyenciabIe en (0,0)

entdnces Se tendyia que :

d D£(0,0) tq VY (h4 ha)€R™/Z(00%

lim |i((010)+(h4;)’)$))‘f(OJO)'DjL{D,D)(h”)r)l” - 5
h4ha) = (0,0) L (ha, hal

Subemos gue , en uso de exishir [)#,
este correspondc al Jacobiano '9 ademas

D¢(0,0)[h4,ha) = (T F(0,0), (h1, h2))

Co Prod uclo Pun+o

— notamos gue Si A <& 3/a Qt4x (0,0)
no existe ot lo tanfo , el Jacobiano no
existe /9' / Nno €5 dn}evencialole |

— Veamos el cuso ol > 3/3

Pava este cuso, lus denvadas paxciales
existen 7 valen 0, por lo gue



JF(0,0) = (0,0)

— Con esto débemos \/eY(-flCu)’ el /Jmnle
cinterioy m ente Plamleado

llm l]l(CD D)+ h"lhﬂ-)) JL OJO (5{(010); h4/h2)>)
hahs) = (0,0) L (ha, )]

- lim | #(€0,0) +(h4;13)) = £(0,0) - )- ((0,0), (h-f;]’).z.))
(haha) = (0,0) [l (ha, 2l

_ ]lm lf(hhh?—))
= (M, ha) = (0,0) \‘Vl'li*hf

0

= hm )"
(W1,h2)-> (0,0) (W12 +h2?) &

ho#amos QUe dad NG Suce_elon
(Xn, gnin E 3(0,0)¢

Ta (Xn,yn)—"D (0, 0)

Se fiene gue -



O & an]zoL £ ]Xn)ZOL

(XnZ+Yn*) 72 [ (Xn *)|372
= [ Xn[** = |y )RP3
[ X |
Como Xn —0 M 24-3>0, Setene:
2L-3
| Xn | — -0
\vego |X”)l°L — 0
{ (X L’f}jn’)a/z
Poy Sandwich

el hmite es 0 es cliL en
(010)) % ]L 4

/es du'ferenciable en (0,0)
Si 1y Solo o o> 3/3



. . 2
P5. Considere la funcion f: R® — R dada por:

r+uy siz+y<0
e~

vz + y+zry siz+y>0

. 2 .
Determine los puntos de R donde f es continua.

po algebm compoenc\on de
funadnes Cbn—]mUas ; €5 continua
c,uomolo 3 % X+a >0

> el unico PUV)Jro Confh'ﬁl:i/o 'l eq
X+3_

debemos ver si Se comple paya cal guiey
(X0, Jo) arbitrario ta) gue Xo +Yo =

que:

|y f()(, )= D X/ Y)
) s o) (R (ory T
X-\—‘d>o x*géo

lo qve es equiva\em‘e Q-

h'm \rx—-l-y—l'f Xg,'—': ])m X"y-
lea\—D(Xo,go) (XJH)—D(XD/‘ao)
X+¥ >0 X+4<0

Como estns funiiones Son tonhnuas
dentro de ' la region donde ge eva)yan



(x|:|jl:t)—> [Xol\do) JT( +aj+ )(g = JXO“' 801"' XoJo

X4y >0

Pexo como Xo¥Yo=0 2 Xo=-‘do

lim s \ L
(X:9) = X0, Yo VMH *XZ‘ == X°
Xt9 >0
de lamismp forma , Se tiene

hm X+4 = Xot* Yo =0
(Xt}j\"D(Xo;yo) 8 éj
XY 20

luego, luigualdad nececavia Pura
teney  Ycondinvidad es -

-Xo* =0
lo  wal e Yiene  Solo puye
(Yo | 80 ) = (0,0)

por lo tanto ) fes onfinva  en
el cowajunio :



$(,9) ¢ R* XY >0 vA+Y 203U {00}

S en wal guiey odvo punto, £ no
e con%’n%a\, P &l

Animo /‘a Sueyte e @

v ol conivo] ¥




