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1 [Semana 1] Subsucesiones y Continui-
dad

Definicion 1 (Subsucesion). Sea (s,) una sucesion. Sea ¢ : N — N
una funcion estrictamente creciente. Se llama subsucesion de s, genera
por ¢, a la sucesion (uy,), definida por:

Un = S¢(n)
Teorema 1 Sea (s,) una sucesion y seal € R. Entonces

sp — | & Todas las subsucesiones de (s,) convergen al

Teorema 2 (Bolzano-Weierstrass). Toda sucesion acotada tiene al me-
nos una subsucesion convergente.

1.1 Funciones continuas

Definicién 2 (Funcién continua en un punto). Sea f : ACR >Ry
X € A. Diremos que f es una funcién continua en X si

V(xn) € A xp = x = f(xn) = f(%)

Teorema 3 (Algebra de funciones continuas). Sean f : A C R — R
y¢g: B C R — R dos funciones continuas en x € AN B. Las siguientes
funciones resultan ser continuas en x:

1 f+g.
2. f-g.
3. Af,conAeR.
4 f-g.
5. f/g, cuando g(x) # 0.
Teorema4 (Composicién de funciones continuas). Seanf : AC R —

Ryg:B C R — R.Sif escontinuaenx € A yg es continua en
f(x) € B, entonces la funcién g o f es continua en X.

Teorema 5 (Caracterizacione -5). Seanf : ACR - Ryx e A f
es continua en X ssi se cumple que

Ve> 0,35 >0,Vx e A{|lx - x| £ = |f(x) — f(X)] < e}

Observacion Con esta propiedad, podemos establecer la conexion
entre continuidad y limite de funciones, si el dominio de la funcién
permite estudiar el limite de f(x) cuando x — X y X € A se tiene
que:

f es continua en X ssi )ICI_I)I}? f(x) = f(x).

Definicién 3 (Funcién continua). Sea f : A C R — R. Si f es conti-
nua Vx € A, diremos que f es continua.

Observacion Sea f : A € R — R una funcién y supongamos que
existe una constante L > 0 tal que |f(x) — f(y)| < L|x —y]| para todo
%,y € A (una funcién con estas caracteristicas se le dice Lipschitzia-
na de parametro L).

2 [Semana 2] Continuidad. Los grandes
teoremas

2.1 El teorema de los valores intermedios

Teorema 6 Sea f : [a,b] — R una funcién continua tal que
f(a)f(b) < 0. Entonces existe X € [a,b] tal que f(x) = 0.

Como corolario inmediato del teorema anterior, se obtiene la
Propiedad de Darboux o Teorema de los Valores Intermedios:

Teorema 7 (TVI). Sea f : [a,b] — R una funcién continua. Si
¢,d € f([a, b)) entonces para todo niimero e comprendido entre c y
d, existe x € [a, b] tal que f(x) =e.

2.2 Maximos y minimos: el teorema de Weiers-
trass

Teorema 8 Sea f : [a,b] — R una funcion continua. Entonces f es
acotada y alcanza su minimo y maximo en [a, b].

2.3 Continuidad de las funciones inversas

Teorema 9 Sea f : I ¢ R — R continua y estrictamente monétona
(creciente o decreciente) con I un intervalo. Entonces | = f(I) es un
intervalo y la inversa f =1 : ] — I es continua.

2.4 Continuidad uniforme

Ya vimos la nocién de continuidad en términos de sucesiones, y
usando la caracterizacién € - §. Vale la pena notar que en general §
depende de € y del punto x, es decir, § = (¢, X). Veamos ahora que
para ciertas funciones es posible encontrar § > 0 que satisface la
propiedad € - § independientemente del punto X en consideracién:

Definicién 4 La funcion f : A ¢ R — R se dice uniformemente
continua si para todo € > 0 existe § = §(e) > 0 tal que

(VxyeAlx-yl<d=|f(x) - f(y)l<e

Observacion Una funcién uniformemente continua resulta ser
continua en todo su dominio, es decir, siempre se tiene que

f es funcion uniformemente continua = f es funcién continua.

Veamos condiciones para obtener la reciproca:

Teorema 10 Sea f : A C R — R con A cerrado y acotado. Entonces



f es uniformemente continua ssi ella es continua en todo punto x € A.

3 [Semana 3] Derivadas

3.1 Funciones derivables

Definicién 5 Diremos que f : (a,b) — R es derivable en el punto
X € (a,b), si existe el limite

tim L2160

Dicho limite se denota f’ (x) o bien Z—J; (x) y se llama derivada de f en

X.

Observaciéon De manera equivalente, f es derivable en X si exis-
te una pendiente m = f’(x) tal que la funcién afin a(x) = f(x) +
f’(x)(x — X) es una aproximacion de f en el sentido que

f&)=f&@) +f (%) (x-%) +o(x—X)

con limy_,g0(h)/h = 0. Usando el cambio de variable h = x — X, lo
anterior puede escribirse equivalentemente

fG+h) - f(X)

/(= = li
() lim p

o también
f(x+h)=f(x)+f (x)h+o(h).

Notemos que si f es derivable en X entonces es continua en dicho
punto.

Observacién Algunas derivadas conocidas:
f(x) = a+ bx tiene derivada f'(x) = b, Vx € R.
f(x) = x? tiene derivada f’(%) = 2%, Vx € R.
f(x) = sen(x) tiene derivada f’(X) = cos(X), Vx € R.
f(x) = cos(x) tiene derivada f’(x) = —sen(x), Vx € R.
f(x) = exp(x) tiene derivada f’(x) = exp(x), Vx € R.

1
f(x) = In(x) tiene derivada f’(x) = =, Vx € R*.
X

3.2 Reglas de calculo de derivadas

Proposiciéon 1 Sean f,g : (a,b) — R derivables en x € (a,b). En-
tonces:

(a) f + g es derivable en X con

(f+9'® =f (@) +g (%)

(b) fg es derivable en x con
(f9)'(x) = f(x)g(x) + f(%)g' (x)
(c) Sig(x) # 0 entonces f/g es derivable en x con

(J_‘) (5= LD~ D5 @
g 9(x)

Observacion Mas derivadas conocidas:
fn(x) = x" tiene derivada f}(X) = nx""!, Vx € R.

fr(x) = x7" tiene derivada f/ (%) = —n¥ "1, Vx € R\{0}.
p(x)=ap+ar1x+..+ apx® tiene derivada
P (X) = a1 + 2a2x + 3asx? + ... + na,x" L, ¥x e R.
f(x) = tan(x) tiene derivada f’(X) = sec?(%), Vx € R\{x/2+kx : k € Z}.
f(x) = cotan(x) tiene derivada f’(x) = —cosec2(x), Vx € R\{kx : k € Z}.
f(x) = senh(x) tiene derivada f’(x) = cosh(x), Vx € R.
f(x) = cosh(x) tiene derivada f’(X) = senh(x), Vx € R.

f(x) = tanh(x) tiene derivada f’(x) = Vx € R.

1
cosh?(x)’
f(x) = a* tiene derivada f’ (%) = In(a)a*, VX € R,Va > 0.
Teorema 11 (Regla de la cadena). Sea f : (a,b) — (c,d) derivable

enx € (a,b) yg: (c,d) — R derivableenj = f(X) € (c,d). Entonces
go f es derivable en X con

(go /) () =g (f(®)-f (%)

Teorema 12 (Derivadas de funciones inversas). Sea f : (a,b) —
(c,d) biyectiva y continua. Si f es derivable en x € (a,b) con f'(X) #
0, entonces la funcioén inversa f‘1 : (¢,d) — (a,b) es derivable en
§ = f(%) con

11
& @)

Observacion Mas derivadas conocidas:

'@ =

f(x) = arcsin(x) tiene derivada [ (x) = , Vx € [-1,1].

1
V1 - 2

1
f(x) = arctan(x) tiene derivada f’(X) = ——, VX € R.
1+5x2
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