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AUXILIAR 15

Series de Potencias

Problema 1. Calcule el radio e intervalo de convergencia para las siguientes series de potencias.
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Problema 2. Obtenga un desarrollo en serie de potencias para la funcion

f:(-1,1) =R
o 2z
T
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Hint: suma geométrica.
Problema 3. Considere la serie de potencias
e n
T
n=0

FEncuentre su intervalo de convergencia y demuestre que f cumple la ecuacion diferencial f' = 1/2f con condicion inicial f(0) = 1.
Finalmente, encuentre una expresion cerrada para f considerando f/g para alguna otra solucion de la ecuacion.

Problema 4. Demuestre lo siguiente
a). 1+logx < (z+1)log(zx+1) —zlogz < 1+log(x + 1)
b). cos es uniformemente continua.

Problema 5. Sea g: [0,1] — Rt continua y creciente en [0, 1] con g(0) = 0. Demuestre que

ig(l/n) <00 = /1g(z)dx<oo.
n=1 0 x
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Apéndice.

Definicién (Uniforme continuidad). Una funcién f: A C
R — R se dice uniformemente Continua si para todo £ > 0
existe un ¢ tal que

Vr,y€ A, [x—y| <0 = [f(z) - fy)| <e.

Teorema (TVM). Sea f: [a,b] — R una funcién continua en
[a,b]. y derivable en (a,b). Entonces existe ¢ € (a,b) tal que

f(0) = f(a)

I e,

Definicion (Serie). Una serie es un par ordenado (A4, (ay))
donde A es un subconjunto de R numerable (a,, )y es una nume-
racion (ordenamiento) del conjunto A.

La sucesion (ay,) se llama el término general de la serie. A par-
tir de (a,,) definamos la sucesion (s,) de las sumas parciales
Sp = Y p_o ak. El valor de la serie existe cuando la sucesion (s,)
posee limite. En tal caso decimos que la serie es convergente y
su valor es el limite de (s,,).

Teorema (Algebra de series). Sean > ay y > by dos series
convergente. Entonces

1. >>(ag + bi) es convergente y su valor es (> ag) + (O br).

2. Para todo A € R, > (Aay) es convergente y su valor es

)\ (Z ak).

Teorema (Monétona y Acotada).Una serie de términos no
negativos converge si y solo si las sumas parciales son acotadas
superiormente.

Teorema (Mayoracion de Series). Sean (a,,) y (by,) dos su-
cesiones no negativas de modo que existen ng y a > 0 tales que,
para todo n > ng, a, < ab,. Se tiene que si Y by < oo entonces
dag < oo.

Teorema (Comparaciéon por Cuociente). Sean (a,) y (bn)
dos sucesiones tales que, para todo n > 0, 0 < an,b, y su-
pongamos que ¢ := lima, /b, existe. Se tiene las siguientes
afirmaciones dependiendo del valor de c.

1. Caso ¢ =0. Si > by < oo entonces > aj < 00.
2. Caso ¢ > 0. Se tiene que > by < cosiy solosi Y ax < 00.

Teorema (Criterio de Cuociente). Sea (a,,) una sucesion de
términos positivos y supongamos que r := lima,y1/a, existe.
Dependiendo del valor de r se tienen las siguientes conclusiones.

1. Sir < 1 entonces Y aj converge.
2. Sir>1o0r =00, entonces Y ay diverge.

3. Sir =1 entonces Y a; puede converger o divergir.

Teorema (Criterio de la Integral Impropia). Sea
f:[l,400) — RT una funcion decreciente. Se tiene que
> ns1 f(n) < oo equivale a [ f(z) dz < oco.

Teorema (Criterio de la Raiz n-ésima). Sea (a,) una suce-
sién de términos no negativos y u,, = (an)l/". Sea r = lim sup u,.
Entonces,

1. Sir <1 entonces ) aj converge.
2. Sir>1or= oo, entonces Y ay diverge.
3. Sir =1 entonces Y aj puede converger o divergir.

Definiciéon (Convergencia Absoluta). Sea ) aj una serie
con (ag) una sucesion cualquiera. Decimos que la serie es abso-
lutamente convergente si > |ay| < oo.

Teorema (Abs. Convergente —> convergente). Toda
serie absolutamente convergente es convergente. Ademas, una
serie es absolutamente convergente si y so6lo si las series de sus
términos negativos y la serie de sus términos positivos son con-
vergentes.

Teorema (Criterio de Leibnitz). Sea (a,,) una sucesion de-
creciente y convergente a cero. Entonces la serie Y (—1)"a,, es
convergente.

Definicion (Serie de potencias). Una serie de potencias es
una serie en donde el término general es de al forma ax(x — a)*
(usualmente, o = 0).

Proposicion (Convergencia en intervalos). Si la serie
> apxk converge, se tiene que para cada a € (0,|zo|) y pa-
ra todo = € [—a, a], la serie " axz”® converge absolutamente.
Definicion (Radio de Convergencia). El radio de convergen-
cia de una serie de potencias Y ayz* queda definido mediante

R = sup{mER‘Zakxk < oo}.

Definiciéon (Intervalo de Convergencia). Llamamos inter-
valo de convergencia [ al conjunto de reales x para los cuales
la serie 3" axz* converge. Tenemos que (—R, R) C I C [-R, R).
Teorema (Integracién). Sea > axz® una serie de potencias,
con radio de convergencia R > 0. Entonces la funciéon f definida
como z — Y apx®, es integrable en (=R, R) y

x k+1
arpx
Vme(—R,R),/ f=
AR B

Teorema (Diferenciacién). Sea 3 a,z* una serie de poten-
cias, con radio de convergencia R > 0. Entonces la funciéon f
definida como = + Y apx*, es derivable en (—R, R) y

Vo € (-R,R), f' = Zkakmk_l



