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Series

Problema 1. Determine la convergencia de las siguientes series:
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Solucion. a). Notemos que, para n > 1, se tiene que n? > 1y 2n? > n? + 1 (en particular, (2n)? > n? + 1) y obtenemos
(2n)?/3 > /n? + 1 y concluimos que
1
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con lo que, con el contrareciproco del teorema de Mayoracion de Series, se concluye que Z ———— diverge (pues %/3
n=1 nQ + 1 "

diverge).

b). Se tiene que
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y se concluye que E — converge por el criterio del cuociente.
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¢). Se tiene que
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y, como log(x)/x es decreciente a partir de z = e (pues d/dz log(x)/x = 1_;# Esta funcion fue profundamente estudiada
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en el aux pre-control 1). Con esto, por el criterio de la integral impropia, se concluye que E oen diverge.
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d). Notemos que
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Por la comparacion por cuociente para a, = 1/(n'**1/") y b, = 1/n. Se tiene que
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Como ) ", 1/n diverge, se sigue que E 1 i diverge.
n=

Problema 2. Calcule la convergencia de las siguientes integrales:
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Solucion.  a).

Mostraremos que I; converge. Notemos que en (0, 1] se tiene que
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con lo que I converge si fo % converge. Como a < 1, se concluye que Iy converge. De manera similar, notemos que en
[1,00) se tiene que
1 1
0s 3 =3
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con lo que Iy converge si [~ 5

5 converge. Como b > 1, se concluye que I; converge.
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Notemos que en (1, 2],

y, como

y, por el criterio de comparacién, I; converge.
Ahora, notemos que en [2, 3),
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donde se us6 que 3 + x > 5 en al dltima desigualdad. Notando que

3 1 1 2
/2 \/ﬁd:ﬂ = ﬁ(—%/E) 5= N

se concluye, mediante el criterio de comparaciéon, que Iy converge. Como I3 y Iy convergen, se sigue que I; + I, =

3 dz
IA T converse.
O

Problema 3. a). Sea (ay) una secuencia de naturales con 0 < a, < 9. Demuestre que ZZO:1 a, 107! existe y se encuentra
entre 0 y 1.

b). Suponga que 0 < x < 1. Demuestre que existe una sucesion de naturales (a,) con 0 < a, <9 con Zle a, 107" = z.

. c .7 . o) —
¢). Muestre que si (a,) es periddico, es decir, es de la forma ay,as,...,a,a1,az,...,ak,01,0a2,..., entonces y 1 a,107" es
racional (y encuentre su expresion racional). Ademds, encuentre una expresion racional para 0.321.

Solucion.  a). Se tiene que si N € N
N N
> a,107 <9y (107h)"
n=1 n=1
N
=9 (—1 + (101)">
n=0

<-9+9) (107"
n=0

1
= 9+91_1O_1
1
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=1.

Con esto, como Vn € N, 0 < a, 107" y las sumas parciales estan acotadas superiormente, se concluye que la serie converge
y, como el limite preserva el orden, se sigue que 220:1 an107™ <1 (es claro que la serie también es positiva y por lo que es
mayor que 0).

b). Si z =1, entonces a,, = 9 nos lleva a
1
9-100"=9)» 100"=9.-=1.
2. 2. 5

Si z € [0,1), entonces: sea a; = [102] y a,, = [10"x — (10"~ ta; + -+ + 10a,_1)]. Notemos que 0 < a; < 9 y, para cada n,
0< 10"z — (10" tay + -+ 10a,—1) —a, < 1
con lo que, multiplicando por 10 se tiene que
0 < 10"z — (10"ay + - -- + 10%a,_1 + 10a,) < 10 (1)

y se concluye que 0 > [a,] < 9. De se sigue que

0<z— Z am10~™ < 107"

m=1

y se concluye con sandwich que z =307 | a,107"™.



DIM-Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Universidad de Chile

c). Sea a = Z?El aj 10%=7 € N. Se tiene que (donde en la primera igualdad, asociamos en grupos de k elementos, esto es,
introducimos paréntesis en la suma agrupando los ntimeros en grupos de k elementos y luego sumamos estos grupos. Notemos
que, cuando n = 1, la suma sobre j corresponde a los primeros k elementos, cuando n = 2, la suma sobre j corresponde a la
suma de los elementos desde k + 1 hasta 2k (el segundo grupo de k elementos) y asi para el resto de los n),

ook
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Ejemplo: si quiero escribir 0.321 como fraccion, escribo 32L y tengo la representacioén del numero decimal como fraccion

999
(donde « =321y k = 3).
O

Problema 4. (Propuesto)ﬂ.
Definiciéon (Cesaro Sumable). Decimos que una sucesion de reales (a,,) es Cesaro Sumable con suma de Cesaro [ si

,  S1+Ss2+ -+,
lim

n—00 n

=1

donde s, = a1+ -+ ay,.

a). Muestre que si una sucesion tiene serie convergente, entonces es Cesaro sumable y, ademds, la suma de Cesaro coincide con
el valor de la serie.

b). Encuentre una sucesion que no sea sumable (en el sentido de serie convergente) pero que si sea Cesaro sumable.

1Hint: Esta es la conclusién de una lista de problemas del Spivak. La secuencia de problemas es la siguiente: Prob. 40 Cap. 13 - Prob. 16 Cap. 22 -
Prob. 9 Cap. 23. Los primeros dos problemas tiene un “*” en el libro, senalando su dificultad.



