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PAUTA AUXILIAR 12
Integrales impropias

Problema 1. Sea a,b € R con a < b. Estudie la convergencia de la siguiente integral

para diversos valores de o € R.

Solucion. Caso a = 1:

b b—e
1 dx
dr = 1i
/a b—z eg(r)lJr « b—x

= lim —log(b—z) [>¢

e—0t

= lim log(b—a)—loge

e—0t

= +o00.

con lo que para a = 1 la integral impropia diverge.
Caso o # 1. En este caso se tiene

/b 1 d 1, b—e dx
———dx = lim —_—
. (b—x)® e—ot J, (b—x)“

1
y
50+ (a—1)(b—x)o1

b—e

y 1 1 1
= lim —
emot o —1 \e*=1 (b—aqa)o!

1 1
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+00, a>1
b 1 1
/ L gy et <]
“Jo b—x +00, o> 1.

Problema 2. a). Muestre que si [~ [ existe, entonces limy o0 ijN fezistey [7f =lmy_ e fiVN f.

b). Encuentre un ejemplo donde fix;o fylimy_ e fiVN f mo tienen el mismo valor.

Solucién.  a). Asumamos que ffooo f existe. Entonces

N 0 N 0 N 0 o [e%)
g [ g [ e [ g [re [ g = [

[

Donde el limite de la suma es la suma del limite pues sabemos que ambos factores convergen.
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b). De la parte anterior, sabemos que cualquier contraejemplo, debe ser tal que ffo f no existe. Sea f una funcién impar
. . S
integrable en cada intervalo cerrado, entonces
N 0 N 0 N N N
[ =] sv [ == [seas [ == [ s@+ [ s=0
—-N -N 0 N 0 0 0
y se sigue que limy oo fiVN f = 0 para cualquier funcién impar integrable en todos los intervalos cerrados. Basta entonces
encontrar una, funcién im tinua tal fo fo [ f diverja. S 1
par continua tal que [~ fo |, iverja. Se concluye que
o) N
Vn e N, / 2" dr £ lim 22 dg,
— N—oo _N
O
Problema 3.

Definicién (Funcién Gamma). Definimos la funcién Gamma mediante la integral impropia I'(z) = [ e~t"~* dt.

a).
b).

c).

d).

Demuestre que la integral impropia T'(x) estd definida para x > 0.

Demuestre que
Vo >0, 'z + 1) = al'(x).

Muestre que T'(1) = 1 y concluya que T'(n) = (n — 1)! para todo nimero natural n. Con esto podemos definir la funcion
ol: (—1,00) = R mediante x — ! =T(x + 1) (acabamos de demostrar que, cuando z es natural, esta definicion coincide
con la definicion de factorial tradicional).

(Propuesto.) Calcule T'(1/2).

Hint: Use una substitucion adecuada y el hecho que fooo e~ dy = g Si quiere (un desafio y) demostrar el hint, puede
revisar el problema 41 del capitulo 19 de M. Spivak, Calculus.

Solucion.  a). Sea I'’(x) = f: e~ 't*=1dt. Con esto, I' = I'} + I'$°. Mostraremos que ambos componentes convergen. Sea x > 0

Notemos que para t € [0,1], 0 < e~ ! <1, con lo que 0 < e %=1 <¢*~1 y se concluye que I'§(z) converge pues fol =Lt
converge (Criterio de Comparacion).

Para I'$°(z), necesitamos la siguiente propiedad: la funciéon exponencial crece méas rapido que cualquier polinomio. En
particular,
et
Iim
t—roo tT—1

= +o00.

Con esto, sea N € N tal que, para todo t > N, se tiene que t*~* < e*/2, con esto, en [N, 4+00), 0 < e '*~1 < e~*2 con lo
que, por el Criterio de Comparacioén, si f ]30 e!/? dt converge, entonces I'°(x) converge. Mostrar que esta ultima integral
converge es simple pues [ e~/2 = 2e71/2 — 2¢7%/2 — 2¢71/2 ciando a — oo.

Se concluye que T'(x) converge para cada z > 0.
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b). Se tiene que, si > 0,

1 [e%s)
Iz+1)= / e T dt + / e T dt
0 1
1 N
= lim e 't dt + lim et dt

e—=0t /o N—oo Jq

1 N
= lim —e "% |}_. +x/ et dt + lim —e T [N, +:c/ e " dt
c N—o00 1

e—0+

e—0+

1 N
= lim e %" —e ! 4 x/ et ldt + lim e ! —e NN —e 4" |V, —l—x/ ettt
c N—o00 1

1 o)
=—e 4 x/ et dt+ e + x/ et dt
0 1

oo
= :L'/ e dt
0

= 2T (z)

(1) = / ettt dt
0

N

= lim e~ tdt
N—oo 0

= lim —e " [
N—oo

= lim e 0 —e¥
N—oo

=1

Con esto, tenemos que I'(1) =1 = (1 — 1)!. Si asumimos que I'(n) = (n — 1)! para algin n, entonces I'(n + 1) = nI'(n) =
nn—1)!=n!=([n+1] — 1)! y se concluye que

VneN, I'(n) =(n— 1)L



