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Volimenes vy longitudes

Problema 1. Calcule el drea encerrada por los grdficos de las funciones f(z) =2 +1 y g(z) = v + 1.

Solucion. Encontremos los puntos de interseccion: f(z) = g(z) <= 2*+1=2+1 < z(2*-1) =0 <= z(z+
1)(zx—1)=0 < z € {-1,0,1}. Con lo que el area por calcular se encuentra comprendida en la franja [—1,1] x R. Ahora,
encontremos los signos de f — g: se tiene que para f(1/2) — g(1/2) = 1/8 —1/2 = —3/8 con lo que f(z) — g(z) < 0 para
xz € (0,1), ademés, f(—1/2) — g(—1/2) = —=1/8 +1/2 = 3/8 con lo que f(x) — g(xz) > 0 para x € (—1,0) (para concluir el
signo, se us6 el TVI para concluir que no pueden haber cambios de signo en estos intervalos). Con esto podemos calcular:

T T T T T

1 3
A:/ |f =g 241 A

-1 —— ax+1
0 1
-1 0
0 1

_ 3 3

_/_195 —xda:—i—/o T —x°dx > 1k

0 N <£L'2 1’4> 1
w1 2 4

=0

O

Problema 2. a). Encuentre el volumen del sélido obtenido al rotar la region comprendida por las curvas f(x) = x y g(x) = 2*

alrededor del eje horizontal.
b). Encuentre el volumen del mismo sdlido al rotarlo alrededor del eje vertical.

Solucion.  a). Encontramos primero los puntos de interseccién de las dos curvas: f(z) = g(z) <= -2 =0 < z(l—2) =
0 <= 2 € {0,1}. Con lo que el drea por rotar estd contenida en la franja [0,1] x R. Ademas, en este intervalo 2 < x con

lo que 0 < g(z) < f(z). Con esto,
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b). En este caso, ya sabemos las intersecciones de las curvas con lo que podemos calcular

1 1 1 o
V:27T/ xf(x)d:c—27r/ xg(ac)dx:%r/ x? — x3dr =21 <—>
0 0 0 3 4




DIM-Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Universidad de Chile

0,5 |

Y

0,5 1
O

Problema 3. Un agujero cilindrico de radio a es perforado a través del centro de una esfera de radio 2a. Encuentre el volumen
del solido resultante.

Solucion. El lugar geométrico de una esfera de radio 2a centrada en el origen queda descrito mediante

E = {(z,y,2) € R®| Va? + y2 + 22 §2a}

y un cilindro de radio a con eje de simetria OZ queda descrito mediante
C:={(z,y,2) € R3| vat+y? < a}

Con lo que se tiene que

E\C = {(z,y,2) e R*|2? +y* + 2% <4d® A ~(a® + ¢ < a?)}

=X

y queremos encontrar V(X). Para esto, calculamos el drea A(z) de la seccion transversal paralela al plano XY a una altura z
(que denotaremos O(z)): Sea z € R, con esto

O(z) = {(z,y) € R2‘x2 +yP 22 <da® A (2?97 < a2)} x {z}
= ({(z,y) e R*|2? + 3> < 4a® — 2°} \ {(z,y) € R*|2® + 3> < a®}) x {2}
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La parte exterior en la figura corresponde a los limites impuestos por la esfera mientras que la parte interior corresponde a los
limites impuestos por el cilindro.

Con lo que, si 4a® — 22 < a?, entonces O(z) = @y A(z) = 0y si 4a® — 2% > a2, O(z) es un circulo de radio v/4a2 — 22 al cual se
le remueve un circulo concéntrico de radio a. De esto, se sigue que A(z) = w(4a® — 22) — 7wa® = 7(3a® — 2?) con z € [—v/3a, v/3a].
Y se sigue que
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Problema 4. a). Seaa €R y f: [a,00) = R continua en a. Muestre que infyc(q 2 f(y),5UDye(q0) f(y) = f(a) cuando z — a™.

b). Sea a € R, sea f: R — R continuamente diferenciable y sea L [a,0) — R la longitud de la curva dada por el grafo de f
n [a,z]. Sea d: [a,00) = R la longitud de la recta que une los puntos (a, f(a)) y (z, f(x)). Muestre que

oot d(@)

=1.

Solucion.  a). Mostraremos solo para sup, el otro queda propuesto. Sea € > 0 y x,, — a*. Sea para cada n € N, y,, € [a,x,] tal
que f(yn) —€/2 < supyejy ) f(y) —€/2 < f(yn). Con esto,

0< sup f(y) — flyn) <e/2
y€la,zn]

y, en particular,

| sup f(y) — flyn)| <e/2 (1)

ye[avwn]
sea, ademas, N € N tal que Vn > N, |f(y») — f(a)| < €/2 (eso es posible pues, como a < y,, < x,, entonces y, — a™ vy,
ademas, f es continua en a). Sumando esta ultima expresion con (para n > N), se concluye que

| sup fy) = flyn)l +[f(yn) = fla)| <&

yG[a,zn]

y utilizando la desigualdad triangular se concluye que

| sup f(y) - fa)] <e

ye[avxn]
es decir

Ve>0,3N eN, Vn>N,| sup f(y)— f(a)

y€Ela,zn]

<eE.
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L(x) Jo ()

dlx)  \/(x—a)?+ (f(z)
[ /1+()?
(@— a)\/l + (7"(21(“))2
ey Gt < [a.a])
(2 — a)/1+ (f1(6)° ’
V1+ (f'(€2)*(z — a)

- , (361,82 € [a,2])

f(a))?

Es decir,
L) 1+ (&)
Ay 1+ (i)’

Sea, para cada x € [a,00), a; € [a, x|, mostraremos que lim, .+ \/1+ (f'(a;))? = \/1+ (f'(a))?. En efecto, si z € [a, ),

inf }\/1 + (1) < V14 (f(a2))> < sup 1+ (f'(y))?

y€la,x y€Ela,z]

Vr € [a,00),31,, &, € [a,x],

con lo que del teorema del sandwich y de la parte anterior se concluye que

lim T+ (f(a2))? = V1+ (f'(a)2.

Tr—a

Con esto
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