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Integral de Riemann

x, zeQ

-z, xg@

no es integrable en [0, 1].

Problema 1. Muestre que f(x) = {

Solucion. Notemos que

1 1 1
I+(f):1’nf{/ 6:665+}2inf{/ e:665+}2/ 1/2dx > 1/4
0 1/2 1/2

donde se us6 que Ve € €4, e > 0 en cada intervalo en el que es constante: pues en cada intervalo, f tiene valores no-negativos
(con lo que e debe ser no negativo en cada intervalo en el que es contante, pues debe mayorar a f). Ademas,

1 1 1
I_(f)zsup{/ 6:665_}§inf{/ e:eeé'+}§/ —1/2dx < —-1/4
0 1/2 1/2

donde se us6 que Ve € £_, e < 0 en cada intervalo en el que es constante: pues en cada intervalo, f tiene valores no-positivos (con
lo que e debe ser no positivo en cada intervalo en el que es contante, pues debe minorar a f).

I (f)—1-(f) > 1/2 y f no es integrable.

O

Problema 2. Sea n € N y sea, para cada i € {0,1,...,n}, sea x; = % con lo que P = {xg,21,...,2,} una

particion de [0,1]. Sea f: [0,1] — R una funcidn escalonada tal que ¥i € {0,1,...,n — 1}V € (z;—1,2;), f(x) =n(n+1)(1/4)".
Demuestre que

| 1= 50—tz +naja.

Solucion. Sea f; el valor de f en (x;_1, ;). Por definicion,

1 n
/ f= filei—wi)
0 i=1
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con lo que
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Proseguiremos de manera inductiva: Para n = 0, se tiene que Z?:o 2i/4"=0=3(1—-(041)(1/4)° + 0(1/4)°*) con lo que se
£1

tiene el caso base. Ahora asumimos Y. 2i/4" = 3(1 — (n + 1)(1/4)" + n(1/4)"

n+1

) y demostramos el paso inductivo:

Y 2i/4t = Z 2i /4" + Zni_ll)
=0

892(n+1)
98 4ntl

1— (n+1)(1/4)™ +n(1/4)" " + g(n + 1)(1/4)““)

(1—(n+1)(1/4)" +n(1/4)") + =

L+ A (/44 G (/4
L= ((n+1) +1)(1/4" = Bn+2)(1/4)" " +n(1/4)" " + Z(n + 1><1/4)"“)

—((n+ 1)+ 1)1/ + (=3n—2+n+ %(n +1))(1/4)"

—_

—_

7 N N7 N7 NN

—((n+1)+1)(1/4)" +4(—2n -2+ %(n + 1))(1/4)<"+1>+1>

1= ((n+1)+ (A" + (~8n — 8+ 9n + 9)(1/4)<n+1>+1)

©| 00Ol ©lw Ol ©|lo | @\OO@\OO

/N 7/ N

L= ((n+1) +D)A/9™" + (n + 1)(1/4)<”+1>+1)

1
/0 f= 2(1 —(n+ 1)(1/4)" + n(1/4)").
O

Problema 3. a). Sea f: [a,b] = R una funcién. Muestre que f es integrable si y solo si lo es en cualquier intervalo cerrado

contenido en [a,b].
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b). Sea f: [a,b] — R integrable. Muestre que

(b—a) 1nf flx /f< —a) sup f(x).

z€[a,b] z€la,b]

c). Sea f: [a,b] = R integrable. Muestre que si f es continua, entonces

x+h
Ve € (a,b), f(z)= lim / F() dy.

h—0t 2h h

Solucién.  a). Notacion: Para cualquier funcion f: X — Y, si A C X, definimos f |4: A — Y mediante x — f(x) (es

simplemente reducir el dominio de f a A).

Sea f: [a,b] — R integrable y I = [¢,d] C [a, b]. Mostraremos que f |1 es integrable. En efecto: sea e > 0y f_ y f funciones

escalonadas con particion P = {x; | i € {0,1,...,n}} que minoran y mayoran a f en [a, b] respectivamente y que cumplen
b b
[ e[ r<e
a a
Es claro que f4 |ry f- |7 son funciones escalonadas con particion P’ = {¢,z;,%;y1,...,2j-1,2;,d} donde z; = min PN Iy

zj=mixPNI,siPNI#Qy P ={cd}si PNI=(. Ademas, es claro que f_ |; vy f}+ |; minoran y mayoran a f |;
respectivamente. Se tiene que

/cdf+|1—/cdf—|I=/df+|1(x)—f_|1(x)d$
/f+ (x)dz
S/ f+*f_+/ f+f—+/dbf+f_
- >0 ’ T’

con lo que f es integrable en cualquier intervalo cerrado contenido en [a, b].

Asumamos ahora que f: [a,b] — R es integrable en cualquier intervalo cerrado contenido en [a, b], a fortiori, es integrable
en [a,b] y se concluye.

. Mostraremos solo la primera desigualdad, la segunda es similar y queda propuesta al lector. Se tiene que la funciéon constante

x> Infyciq ) f(y) es una funcion escalonada con particion P = {a,b}. Ademas, minora a f. De esto se sigue que
b
/ imf f(y)de < / f.
a Y€Elad]

b
/ inf f(y)dz = (a—0>) inf f(y)

y€la,b] y€Ela,b]

Basta notar que

para concluir.

. Sea f: [a,b] — R continua e integrable y z € (a,b). Con esto, del problema anterior, se sigue que f es integrable en

[x — h,z + h] cuando h > 0 es suficientemente pequenio como para que este intervalo esté contenido en [a, b]. Con esto, el
termino dentro del limite esta bien definido a partir de un cierto A y podemos comenzar con el calculo del limite:
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De la parte b), se tiene que

x+h
2 inf  f(y) < / f<2n sup  f(y).
ye[x—h,a:—i-h] z—h ye[a:—h,a:-i-h]

con lo que, dividiendo por 2h,
mp < 5 / [ < Mp. (1)
2h z—h
donde my, = infycip noyn f(Y) ¥ Mh = Supyeip_p o4n) f(y) con lo que basta mostrar que My, my, — f(x) para concluir.
Mostraremos este resultado para My, el resultado para my, es similar y queda propuesto al lector.

Sea h, — 0 tal que h,, > 0. Queremos mostrar que lim M;, = f(z). Como f es continua, sea, para cada n € N,
Xy € [ — hp,x + hy] tal que f(x,) = My, . Se sigue que x,, — = y, como f es continua, f(x,) — f(z). Es decir

lim M, = lim f(z,) = f(x).

Aplicando limite en , se concluye que
) 1 x+h
fl@) = i .

= m —
h—0+ 2h z—h

O

Problema 4. a). [Propuesto]: Sea f: [a,b] — R. Muestre que si g: [a,b] — R difiere en un tnico punto de f, entonces

b).

c).

I.(f)=1:.(9) y I_(f) = I_(g). En particular, g es integrable si f lo es.

Sea f: [a,b] — R integrable. Muestre que si g: [a,b] — R difiere de f en una cantidad finita de puntos, entonces Iy (f) = I+(g)
yI_(f)=1_-(g). En particular, g es integrable si f lo es.

Considere la funcion de Thomae definida mediante
f:[0,1] > R

r¢Q
, T = P con med(p, q) = 1.
q

T —

SENEN ]

Muestre que f es integrable y calcule su integral.

Solucion.  a). [Propuesto]

b).

Asumamos que difieren en los puntos (x;)",. Sea

y sea, paran € {2,3,...,m},

fn(l‘) = {fnl(:ﬂ)’ x 7£ T,

g(x)a T = Tn

con esto f, vy fny1 difieren en un tnico punto, con lo que, por el propuesto, para cada n € N, I.(f,) = I.(f) v
I_(fn)=1I_-(f). Como g = fp,, se concluye.

. Sea £ > 0, y sea € = min(e, 1) notemos que |f~!([¢, +00))| < |N|: en efecto, sea § = méx{q € N | ¢ < 1}, es decir, 1/7 es

el menor elemento de la forma 1/¢ con ¢ € N que es mayor que ¢ (y por lo tanto, la menor imagen no-nula de f mayor
que ¢). Con esto, los tinicos elementos en f~1([e, +00)) seran de la forma % cong<gypée{l,...,q} (pues el resto de los

elementos de la imagen seran, o nulos, o tendran un denominador mayor que § y seran menores que ¢), es decir,
e, +00)) C{p/qc[0,1] | g€ {1,2,....00 Ape{1,2,...,¢} T {p/q € [0,1] | (¢,p) € {1,2,...,3} x {1,2,...,G}}

y se sigue que |f~1([e, +00))| <G v £ ([e, +00)) es finito.
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Sea ahora
@) e g (e o)
fel) {O, z € fY([e, +00))

con lo que f. < €y, como x — € es una funcién escalonada que mayora a f., por definicién de integral superior,

1
I (fo) < / edr=e<¢
0
y, como f, difiere en una cantidad finita de puntos de f, entonces Iy (f) = I+ (fc) y

I(f) <e

Como esto es verdad para todo £ > 0, se sigue que I < 0. Ademés, como la funcién escalonada constante x — 0 minora a
f, se sigue de la definicion de integral inferior que fol O0dx < I_(f) conlo que 0 < I_(f). Con esto,

0<I()<I(f)<0

es decir, I_(f) = I+ (f) = 0 y se concluye de la definicién de integral de Riemann que

/Olf:().



