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AUXILIAR 7

Integral de Riemann

Problema 1. Muestre que f(x) = z 20 no es integrable en [0, 1].

—-x, X ¢ Q
Problema 2. Sean € N y sea, para cada i € {0,1,...,n}, z; = % con lo que P = {xo,x1,...,2,} €S una particion
de [0,1]. Sea f:[0,1] — R una funcion escalonada tal que ¥i € {0,1,...,n—1},Vo € (v;_1,2;), f(x) =n(n+1)(1/4)". Demuestre

que
/0 Fe %(1 — (n+1)(1/4)" +n(1/4)"1).

Problema 3. a). Sea f: [a,b] = R una funcion. Muestre que f es integrable si y solo si lo es en cualquier intervalo cerrado
contenido en [a,b].

b). Sea f: [a,b] = R integrable. Muestre que

(b—a) mf flx /f< —a) sup f(z).

z€(a,b] z€la,b]

c). Sea f:[a,b] = R integrable. Muestre que si f es continua, entonces

Vo (@b, f@) = lim oo [ f)dy
Problema 4. a). [Propuesto]: Sea f: [a,b] — R. Muestre que si g: [a,b] — R difiere en un dnico punto de f, entonces
I (f)=1:(9) y I_(f) = I_(g). En particular, g es integrable si f lo es.

b). Sea f: [a,b] — R integrable. Muestre que si g: [a,b] — R difiere de f en una cantidad finita de puntos, entonces I (f) = I+(g)
yI_(f)=1_(g). En particular, g es integrable si f lo es.

¢). Considere la funcion de Thomae definida mediante
f:0,1]—-R
0, z¢Q
=<1
v - x= P con med(p, q) = 1.
q q

Muestre que f es integrable y calcule su integral.
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Resumen.

1). Definicion (Particion). Una particién de un intervalo [a,b] € R es un conjunto finito de puntos P = {x, ...,z } talques
que
a=z9g<x1 <...<THp =0

2). Definicién (Funcion escalonada). Diremos que una funciéon f: [a,b] — R es escalonada, si existe una particion P =
{zo,...,z,} tal que f es constante en cada intervalo abierto (z;—1,2;), Vi=1,...,n.

3). Definicion (Integral de Riemann escalonada). Para cada funcion f: [a,b] — R escalonada, se define su integral de

Riemann como
b n
[ 1= ftwi= i),
a i=1

donde P = {xy,...,x,} designa cualquier particion asociada a f y f; denota el valor constante de f en el correspondiente
intervalo abierto (z;_1, ;).

4). Teorema (Linealidad). Si f, g son dos funciones escalonadas en el mismo intervalo cerrado [a, b]. Entonces, para todo
a, € R la funcion af + B¢ es una funcion escalonada en [a, b] y se tiene

/ab(af+ﬁg)=a/abf+ﬂ/abg-

5). Teorema (Aditividad horizontal). Si f es una funciéon escalonada en el intervalo [a,b] (donde a < b) y si ¢ € (a,b) es
arbitrario. Entonces, f es una funcion escalonada en ambos intervalos [a, ] y [c,b] y se tiene que

/abf=/acf+/cbf.

6). Teorema (Monotonia). La integral de una funcion escalonada positiva en el intervalo [a, b] es positiva. En consecuencia, si
f, g son funciones escalonadas en el intervalo [a, ] tales que f(x) < g(z) para todo = € [a,b], se tiene que

/abe/abg-

7). Teorema. Se tiene que E_(f) := {f_ escalonada | f_ < f} # @y EL(f) := {f+ escalonada | fy > f} # O. Ademas
I_(f):=sup.ce_ fabe eRy I (f) :==infece, f:e € R donde se tiene la desigualad I_(f) < I.(f).

8). Definicion (Integral de Riemann). Con las notaciones del teorema anterior, se dice que una funcion f definida y acotada
en el intervalo cerrado [a, b] es Riemann integrable en [a, ] si se cumple la

Dicho ntmero comun se llama la integral de f en el intervalo [a, b] y se le denota

/abf 0 /abf(x)dx

9). Teorema (Condicién de Riemann). Una funcién f definida y acotada en el intervalo cerrado [a,b] es Riemann integrable en
[a,b] siy solo si

b b
VE>O,3f_€5_,3f+e€+,/f+—/ fo<e.



