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P1 Sea a € R una constante, calcule el siguiente limite:

i > 550

Sol. Expandamos la suma:

lo] | [o] | [ne]

n3 n3 n3
Debemos acotar los términos de la suma de alguna forma, para poder usar el Teorema del

Sandwich, para ello recordemos la desigualdad de la parte entera vista en semana 8:
VeeR, z—-1<[z]<z

Podemos usar esta desigualdad en cada uno de los términos de la suma, para asi acotar la
suma por una suma menor y otra mayor de la siguiente manera:

a—1 4da-—1 na—1 [a] [4a] [n2a] oo A n*a
BT T STt St et

Escribamos cada una de las sumas como sumatorias para ver mas claro su valor y asi poder

calcular sus limites:
ak? -1 K[ak?] < ak?
Do <D <)

Doénde se usaron las propledades de hneahdad de la sumatorla para separar y sacar las cons-
tantes, luego calculando las sumatorias con las formulas tan conocidas vistas en Introduccion
al Algebra nos queda:

1 (a- n(n+1)(2n + 1) —n) <§": [ark?] - a nn+1)2n+1)

n3 6 n3 6

an(n+1)2n+1) n - i [ak?] < an(n+1)(2n + 1)

6n3 n3 nd - 6n3
k=1
Luego como:
Im an(n+1)2n+1) n ~ lim an(n+1)(2n + 1) _ 20 _«a
6n3 n3 6n3 6 3

Esto por élgebra de limites y el limite conocido de la division de polinomios de igual grado,
concluimos por Teorema del Sandwich que:

. = [ak?] o«
nh_)r{.loz praas Va e R
k=1
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P2 Estudie la convergencia de las siguientes sucesiones:

)

4ntl 4 p23n 0 (1 o <n + sin(n))")n

n? cos(n) 4 227 3n+1

7’L2—]_ 3n
( n2 ) d) ¥Yn-3"+3-5"

Notamos que tanto numerador como denominador tienen un orden de crecimiento 4",
dividiendo numerador y denominador por este término obtenemos:

3\ "
2 Z
gn+1 +n23n 4% 44+n (4)

n? cos(n) + 22 = a 2 (1

3\" \"
Como [3| < 1y |3 < 1, se tiene que n? <4_L> y n? (Z) son sucesiones nulas, como
1

n
ademas cos(n) es una sucesion acotada, se tiene que n? (Z_l) cos(n) también es nula,

luego por algebra de limites se concluye

3 n
4 2=
o (4) w440

" 0+1
n? (Z_l) cos(n) + 1 +

()= () 0on

Donde se definié h, = =+, notar que h,, y nh, = = son sucesiones nulas. Por lo tanto,
n n

(14 hy,) — 1. Luego, por élgebra de limites:

7’L2 1 3n
( ) = (14 h)" 22513 = 1

Notar que:

n2
n + sin(n)
Sea ¢, = , notar que
e 3n+1 d
, 1
_nsingn) LS00 iv0
n — - 1 —.
3n+1 34 = 3+0 3
n
1 , 1 1
Pues el seno es acotado y — es nula. Como limg, = 3, podemos tomar ¢ = ¢ en la
n
definiciéon de convergencia, para obtener que existe un ng € N tal que
1 1 e < 1 N 1 vn >
- — = W< -+-=, Vn>n
3 6-"=37% °

2
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1\" 1\"
— nk (6) < nk<Qn)n < nk (‘) ) Vn > no,Vk eN

\" \"
Como || < 1y|3| < 1, las sucesiones n* (6) y n* <§> son nulas. Luego, por Teorema

del Sandwich, se concluye que n*(g,)" es una sucesion nula para cada k € N.
Sea h,, = n°(¢,)", notemos que h,, y nh, = n®(g,)" son nulas por lo anterior. Luego, se

concluye que:
n+sin(n)\™"\"
14+ h,)"=(14n°| ——~ 1
(1 fn) ( n ( In+1 ) ) -

d) Como 3 < 5, se tiene que 3" < 5" para todo n € N, luego, se tiene que:
n-3"<n-5", VnéeN
Ademés, si n > 3, se tiene que 3-5" < n - 5", luego:
3-5"<n-3"+3-5"<n-5"+n-5", VYn>3

— V35 < vn-3"+3-5"< Vn-5"+n-5", Vn>3
Notar que V/3-5" = /3-5 =5y /n-5"+n-5" = /2. {/n-5 — 5 por algebra de

limites. Luego por Teorema del Séndwich, se concluye que:

Im v/n-3"+3-5"=5

n—o0
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P3 Considere la sucesion (a,)nen definida por:

a; =a€ (0,1) Upy1 = an(2 — ay)

a) Demuestre que a,, € (0,1) para todon € N

b) Demuestre que (a,) es estrictamente creciente.

c¢) Concluya que la sucesion (a,,) es convergente y calcule su limite.

Sol. a) Como queremos probar algo para todos los naturales, podemos usar induccion:
Caso base: Para n =1 tenemos que a; = a con 0 < a < 1, por lo que se cumple directamente
Hipotesis inductiva: Supongamos que a,, € (0,1) para algin n € N
Paso inductivo: Veamos que a, 1 € (0,1), esto es equivalente a probar que a,(2 — a,) € (0,1), por
hipotesis tenemos que:

O<ap<l=-1<-a,<0=>1<2—-a,<?2

Luego como a, € (0,1) y (2—a,) € (1,2), tenemos que a,(2—a,) = a1 € (0,2) que
no es precisamente lo que queriamos concluir, pues nos falta acotar superiormente
por 1, demostremos esto aparte, nos falta ver que a, .1 < 1, esto es equivalente a:

an(2 —a,) <1 2a, —a2 <1< (a,—1)>>0

Como un cuadrado siempre es no negativo y solo vale 0 cuando lo del paréntesis es
0, se obtiene que lo anterior es verdadero, pues sabemos por hipétesis que a,, < 1.

Luego por el principio de induccién, se concluye que a,, € (0,1) para todo n € N

b) Debemos probar que a,;; > a, para todo n € N, esto es equivalente a probar que
ap+1 — a, > 0 para todo n € N desarrollemos este término:

Upi1 — A = (2 — ap) — ap = a,(1 —ay)

Que es positivo por ser producto de numeros positivos, puesa, >0y a, <1 = 1—a, >0,
con esto concluimos entonces que a, 1 > a, paratodon € N, es decir, (a,) es una sucesion
estrictamente creciente.

c¢) Por la parte (a) sabemos que (a,,) es acotada, por la parte (b) sabemos que es estrictamente
creciente, por lo tanto, en virtud del Teorema de las sucesiones mondtonas tenemos que
la sucesion (a,) es convergente, es decir, Ilima, = L € R.
Para calcular su limite usaremos la igualdad de recurrencia y aplicaremos limite sobre
ella, notemos antes de eso que la sucesion a, 1 también converge a L, pues a,, converge
a L (ejercicio semana 9), luego aplicando limite a ambos lados nos queda:

lima,, =lima,(2 —a,) = L =1lima, - lim2 — lima,) = L =L(2 - L)

Donde usamos algebra de limites en el lado derecho, luego el limite de la sucesiéon debe
satisfacer la ecuacion L = L(2 — L), resolvamos esta ecuacion:

L=L2-L)=L=2L-1*=1*-L=0=L(L-1)=0=L=0V L=1
Con esto tenemos dos candidatos para ser limite de la sucesion, pero como el limite
es tnico debemos descartar uno, para ello recordemos que la sucesion es estrictamente
creciente y como a; = a, se tiene que a, > a para cada n € N, tomando limite se obtiene
que L > a, por lo tanto L > 0 y con ello se concluye

lim a, =1
n—oo



