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| Comentes.- |

1. Diga si los siguientes modelos son lineales:

a) y =B+ 5X?+e

_ 1
b> y= Bo+B1X te

2. La recta resultante de una regresion lineal logra que los residuos sean cero.

3. El MCO asegura que se puede explicar completamente una variable a través de otra,
pues el error que se puede cometer es minimo.

Demostraciones bésicas

Es sabido que la Regresién Lineal Simple supone que el fenémeno en estudio sigue una
tendencia lineal de la forma:

y:BO+BlX

donde "y” es la variable dependiente, X" la variable independiente y 31, Bo son parame-
tros a determinar. Considerando que y; = 30+ 51X i+e¢; (la demanda observada y;,i = 1, ...,n
comete un error ¢;), estos pardmetros son escogidos de forma que la suma del cuadrado de
los errores ¢;, provenientes de la observacion ¢ sea minima. Demuestre que bajo lo anterior
se tiene que:

. LN oy s R .
5 _ ned Zizlxzyl_?XN _ Cov(Xi,yi) 6 _ *_B X
1= LS 7 X2-X2N . Var(X,) y 0=Y 1
n—1 =1 [3

Con X e ¢ promedios muestrales de X e y respectivamente.
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Respuesta: Minimizamos el cuadrado de la suma de los residuos, dados por €¢; = y; — (5o +
p1X;), siguiendo:

A A

N
(Bo, B1) = argmin’y_(y; — (Bo + £1X:))?

i=1

Trabajaremos un poco la expresion de €2 = (y; — (8o + 51 X;))?

((yz - BlXi) - 30)2
(i — 51X:)? — 260 (ys — 51 X,) + 302

A A2 A A A A2
yzz — 2y Xi + B Xf — 2Boyi + 2B051 X + Bo

Luego con la sumatoria

A A 2 A A A A 2
& =3 [0 — 200X + A" X = 2+ 20B X + o’

i=1 i=1

N N LN N N L
Yol =260 Xy + 01 Y X7 =200 yi+ 2601 > Xi+Po - N (1)
=1 =1 =1 =1 =1

Como es un problema de minimizacién, tomamos las primeras derivadas para cada beta,
obtenidos en la ecuaciéon 1 e imponemos las CPO:

8(1) N R N R N |
== =2 Xy +261) X7 +26> X, =0 (2)
b i=1 i=1 i=1
8(1) N R N R |
= ==2> "y +261 Y X;+ 25N =0 (3)

De la ecuacion (3) despejamos [

R N N
200N =2 yi—26) X;
=1 =1

R N N
BolN = Zyz - B ZXi
i=1 i=1
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De la ecuacion (2) despejamos B1, Remplazando 3

N R N R N |
23" Xy + 281 Y XP+260 > X; =0
=1 =1 =1

N N N '
> X+ B Y X+ 6oy X, =0
=1 =1 =1

N

N N B
—ZXiyri‘ﬂlZX?“‘ (7 — 6 X)) Xi =0
=1 i—1

=1

N N N N '
Y X+ by XP+yY Xi—HXD X =0
i=1 im1 i—1 i—1

/N N N N
B (ZXZQ - XZXz) => Xwi—y)_ X
i=1 i=1 i=1 i=1
_ ZijL XilYi —_ﬂ Zﬁil X
Zi]\il ng - X 21]\41 Xi

2N Xy — yXN
- XY XP - XXN

B

B

Aplicamos nikita nipone:

s =N Xy — yXN

b= LN X2—X°N
A COU(XZ" yl)
g = LX)
Var(X;)

Aplicacion

El ministerio de salud desea realizar un andlisis de productividad de los médicos que
atienden en consultorios. Se desea estudiar como la experiencia de los doctores (medida
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en anos transcurridos desde que comenzaron a trabajar en los consultorios), X - afecta la
productividad, medido en nimero de pacientes atendidos por hora, y. Para esto, se recopild
informacion de 200 médicos de distintas especialidades de distintas zonas del pais. Para cada
médico, se calculé su experiencia (exp) y la productividad durante el ultimo ano (prod). La
siguiente tabla muestra algunos estadisticos obtenidos para los 200 doctores. La correlacion
entre las dos variables es 0.64. Asuma que la varianza de los residuos es 1,65.

Variable | Obs | Mean | Std. Dev. | Min Max
exp(x) 200 6,81 4,27 0,00 | 14,00
prod(y) 200 2,69 1,39 0,45 | 10,91

1.- Se desea estimar una regresion y = 5y + 51X +¢€. Con los datos proporcionados, estime
Bo vy (1 mediante Minimos Cuadrados Ordinarios

Respuesta:

Utilizando las férmulas obtenidas en la pregunta anterior, se obtiene que

i, = Cov(z,y) _ Pay 020y _ Pay Oy

Var(zx) o2 o8
Reemplazamos los datos
5~ 0.64-1,39
b 127 0,208

De forma anélogo para obtener el intercepto

Reemplazamos los datos

Bo=2,69—0,208-6,81 = 1,274

Por lo tanto la regresién lineal con los coeficientes calculado seria:

y=1,274+0,208- X
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2.-;Qué se puede decir sobre la significancia de ;7 Realice un Test de Hipotesis.

Queremos testear la influencia que tiene el coeficiente 3; que acompana a la variable

A 2
independiente "X"por sobre la variables dependiente z". Asumimos que 51 ~ N (61, (st)gg>,

en donde S% es la Varianza de los errores y o2 es la Varianza de X. Por lo tanto realizamos
el test de hipotesis siguiendo el "Recetario” realizado en el Aux #04.

Paso 1.-
HO : 61 =0

Hy:pi #0

Paso 2.- (No se da como dato, pero se debe establecer, intentar probar con otro «)

a=0.05

Paso 3.- R R
=05  Bi—0

20 —

s [ sk
(N=1)-02 (N-1)-02

Paso 4.- Haremos la construccién de un intervalo de confianza para evidenciar otras formas
de testeo. Usando TCL (valor critico de Normalidad) ya que tenemos 200 datos.

B:}:Z 5712?
PR\ (N =1) 02

0,208 + 1,96 1,65
’ ’ (200 — 1) - 4,272

[0, 166; 0, 249]

Paso 5.- Como en la hipétesis nula 5, = 0 ¢ [0, 166; 0, 249]. Se rechaza Hy. Entonces, existe
evidencia estadistica para rechazar la Hy, con una significancia de a= 0.05 (nivel de confianza
del 95%).

Interpretacion de resultados

Se realizd una regresion lineal en R, para estudiar la incidencia del PIB per capita en el
indice de obesidad mundial, por cada pais. Donde obesidad_pais es la variable dependiente
y pib_per__capita la independiente.
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1.- {Qué otras variables podrian ser tutiles para mejorar la estimacion de la variable obe-
sidad, ademas de pib per capita? Proponga otros 2 regresores y justifique.

Respuesta: Ademas del PIB hay muchas otras variables que podrian explicar obesidad.
Pero como ejemplo podrian tenerse variables como la cantidad de horas promedio que se
hace deporte, y tambien otro regresor puede ser el costo de la comida saudable en un pais.

2.- (| Qué efecto se espera de pib per cépita y las otras dos variables propuestas, sobre la
variable dependiente?

Respuesta: Se esperaria que a mayor PIB haya mas indice de obesidad, por lo cual se
espera un efecto positivo, es decir Sprg > 0.

Para las variables propuestas, se espera que a mayor horas de deporte haya menor obe-
sidad, esperando un efecto negativo entonces de este regresor sobre la dependiente, con lo
cual Bejercicio < 0y finalmente, para la variable costo de alimentacién saludable, se espera
que mientras mayor sea este costo, menos acceso a comida saludable tenga la poblacion y
por tanto es esperable un mayor indice de obesidad, asi Beomidasaiudabie > 0

Luego se obtienen los resultados de la regresion, siendo los siguientes:

BRegresiin p3
OUbesidad por pats

pib per capita 0.0002™""

(0.00004)
Constant FETas Y

(09750
N 185
R2 0.0912
Admsted B2 0.0863
Eesidual Std. Error 107483 (df= 183
F Statistic 18.3684""" (df = 1; 183)
MNotes: " Significant at the 1 percent level,

**S@ﬁﬂcmt at the 5 percent level.
*Signjﬂcant at the 10 percent lewvel

Figura 1: Resultado de la regresién
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3.- ;Cuales son los valores de beta 1 y del intercepto?;Cual es la desviacion estandar del
valor de beta 17

Respuesta: El valor de beta 1 corresponde al valor junto al nombre de la variable, 0.0002.

Mientras que el valor de la desviacion estandar asociado a este coeficiente es el parentesis
justo debajo: (0.00004).

4.- iSe obtuvo el efecto esperado que se mencion6 en 27 ;Es significativo el resultado
obtenido?

Respuesta: En efecto, dado que beta 1 es un valor positivo, quiere decir que a mayor
PIB, se tendra un mayor valor de la variable dependiente obesidad. El valor obtenido es
significativo, pese a que es pequefo, y esto es debido a que su pvalor es extremadamente
pequeno incluso al nivel 1. Esto es un adelanto del proximo auxiliar pero en simples palabras
significa que el coeficiente es suficientemente distinto de cero para poder establecer que si
hay un efecto del PIB sobre obesidad.

5.- Con la informaciéon de la tabla responda: ;basta con el regresor pib per capita elegido
para explicar el indice de obesidad?

Respuesta:Observando el valor de R cuadrado, que corresponde a 0.09, se puede decir
que este modelo que intenta explicar el comportamiento de la variable obesidad mediante
el PIB s6lo explica el 9% de la informacién. En base a ello, se puede decir que falta mu-

cha informacion por ser explicada, y por tanto este regresor no es suficiente para explicar
obesidad.

Resumen

Regresion lineal simple: Busca aproximar el comportamiento de una variable de forma
lineal a través de otra variable, de la forma mas exacta posible, es decir, minimizando los
residuo. Se escribe de la forma:

yi = Bo + PuXi + €

Donde y es la variable a explicar, o variable dependiente, X; es la variable explicativa o
regresor y ¢ es el error, que corresponde a un factor aleatorio no observable.

Minimos cuadrados ordinarios: (MCO u OLS) Minimizar el residuo significa hacer
que sea lo més pequenio posible. Si se hiciera directamente, seria algo del estilo: >°I' ; ¢; —
—00, lo cual resultaria una estimacion extremadamente distinta de y, por lo que no es correcto
minimizarlo de esta manera. De aqui nace el concepto de minimos cuadrados ordinarios
(MCO), con lo cual se busca minimizar el la diferencia entre la estimacion y la observacién

(residuo) al cuadrado, de forma que : 37, €2 — 0.
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Reemplazando lo anterior de la férmula de regresion lineal entonces se tendra:

o
I
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Do

~
Il

—
~~
=~
S~—

(yi —Bo — 51¢X1‘)2

T
.

N
Il
—_

Resolviendo la ecuacion anterior, se encuentran los 6ptimos fy y 51 tales que finalmente
el resultado de la regresion lineal simple sera lo que se conoce como valores predichos:

i = Bo + B X;

Visualmente lo que busca la regresion lineal es la recta que relacione ambas variables tal
que minimice la distancia de cada observacion a si misma de la mejor forma:

Y

15 20 25

10

I I I T I i I X
0 50 100 160 200 250 300

Figura 2: Regresion lineal en azul, observaciones en rojo

Importante destacar que el término residuo también se suele llamar mas comunmente
error, pero no confundir con error estandar pues no tienen nada que ver.

Resolucion del modelo con CPO: mediante el método de MCO se resuleve la ecua-
cién (1), para lo cual se obtienen las ecuaciones:

e Para la pendiente: 3; = %)({Xy))

* Para el intercepto: 30 =y — Ble'

Cov(X,e)

Var(X) entonces es directo

De lo anterior, 8 también puede escribirse como (5, = (1 +
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. Cov(Xe) _ D : . .
obtener que si Var() = 0, entonces f; es insesgado. En especifico:

* Si Cov(X, €) = 0, entonces Bl es insesgado con respecto a (3.

* Si Cov(X,e) # 0, entonces By es sesgado con respecto a f3;.

Resultados del MCQO: se tienen los siguientes elementos como resultado de todo lo
anterior:

* Valores predichos: §; = o + /1.X;
e Residuo: ¢; = y; — ;

¢ Suma de cuadrados:

— sum of squares total: SST = > (y; — §)*

— sum of squared regression: SSR = 3" (9; — 4)?

— sum of square errors: SSE = 1" (y; — 9:)?

Propiedades del MCO

1 n _
'E i:lei_O

* Cov(e;, X;) =0, es decir: Y1 X6, =0
e SST = SSR + SSE

R cuadrado: este coeficiente se obtiene de las regresiones lineales, y se calcula como:

2 _ SSR 2 _ 1 _ SSE
R =33 & R = SST

Es un valor entre 0 y 1 y representa el porcentaje de los datos correspondientes a y, que
son explicados por el modelo.
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