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1. Algebra Lineal

En esta seccién se plantean definiciones basicas del algebra lineal, de operaciones y propiedades vectoriales y
matriciales. A modo de ejemplo, estas definiciones permiten plantear y resolver sistemas de ecuaciones lineales.

1.1. Definicion de vector

Se llama vector V de dimensién n a una tupla de n nameros reales, llamados componentes del vector. El
conjunto de todos los vectores posibles de dimensidén n se denomina IR™. Luego un vector V € IR" se representa
como

U1
(]

V| v (1)

Un

1.2. Definicion de espacio vectorial lineal

Sea F' € IR un campo escalary V € IR™ un conjunto de n elementos V; € IR. Un espacio vectorial lineal sobre
F es un conjunto de elementos V junto a una funcién llamada “adicién” que transforma valores en el dominio
V x 'V avalores en el rango V; y una funcién llamada “multiplicacién escalar” que transforma valores en el dominio
F X'V avalores en el rango V, que satisfacen las siguientes propiedades para todo z,y,z € V y paratodo a, 5 € F

L (x+y)tz=x+(y+2)

2. x+y=y+x

Existe 0 e Vtalquex+0=x%x,Vx eV

Para cada x € V existe un elemento —x € V tal que x + (—x) =0
ax+y)=ax+ay

(a+ B)x = ax+ fx

a(Bx) = afx

Ix=x

® N o o &~ W

1.3. Definicion de matriz

Se denomina una matriz A de dimensiones n x m (n por m), denotada por A,,«,, a un arreglo bidimensional
de niimeros reales A;;, llamadas componentes de la matriz. La representacién de la matriz es de la forma

A A .o Al
Aoy Az ... Aoy
A =[A;] = ) . .

Anl An2 v Ann
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En A;;, el primer indice (¢) indica la fila y el segundo indice (j) indica la columna de la matriz A. Notar que los
indices de la matriz son ndimeros naturales, es decir, 7,5 € IV.

Las matrices tienen multiples aplicaciones, entre los cuales se puede destacar, por ejemplo, para representar
los coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales o para definir transformaciones lineales de un sistema de
coordenadas a otro.

En particular, un vector de dimensiéon n se puede entender como una matriz de dimensiones n x 1, con la
salvedad que en el caso de matrices se puede hablar de un vector columna a o un vector fila b de dimensién n
como se muestra a continuacion,

ai
a2
a=| 3 + vector columna; b = [by,b2,b3,...,b,] < vector fila 3)

27

1.4. Operaciones basicas
1.4.1. Producto interno entre dos vectores

Sean los vectores u, v € IR™. Se define el producto interno entre los vectores u y v como la funcién que toma
dos vectores de V x Vy entrega un valor en la recta real IR,

(0, v) = upy (4)
k=1

Este producto entre dos vectores se conoce también como “producto escalar”, o “producto punto”. Notar que
el producto interno es conmutativo, es decir, que (u,v) = (v, u) y que el producto interno entre dos vectores se
puede interpretar también como el tamafio de la proyeccién de un vector en otro.

1.4.2. Norma de un vector

Se define la norma euclidiana de un vector a € IR"™ como:

(5)

La norma euclidiana de un vector define el “tamafo” o longitud de un vector.

1.4.3. Angulo entre dos vectores

El dngulo 6 entre dos vectores a,b € IR", se define como:
<aab> . < (a,b> >
cos(f) = ——— ) 0 = acos | ———— (6)
[alllb]| [alllb]|

donde cos() es la funcién trigonométrica coseno, y acos() es la funcién arcoseno (la funcién inversa de la funcién
coseno).
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1.4.4. Producto cruz o producto vectorial entre dos vectores

Sean los vectores u, v € IR3. Se define el producto vectorial o producto cruz entre los vectores u 'y v como
la funcién w que toma dos vectores de V X V y entrega un vector en V, tal que:

w1 U2V3 — U3V2
wW=uAv=| wy | = | uzvy —uivs @)
w3 U1V — U2V1

Se tiene que el producto vectorial no es conmutativo. De hecho, es vélida la siguiente identidad:

(uAv)=—(vAu) (8)

1.4.5. Identidades que involucran el producto interno y el producto vectorial
Sean los vectores a, b, ¢ € IR?, se tiene las siguientes identidades y/o propiedades:
1. Si ay b son dos vectores ortogonales (i.e., el dngulo entre los dos vectores es de 90 grados sexagesimales),
se tiene que < a,b >=10
2. (uAv)=—(vAu)
3. (a,(aADb)) =0, es decir, el producto vectorial entre dos vectores es ortogonal a ambos vectores

4. SiaAb=0cona#0yb#0, esto es equivalente a que los vectores a y b son paralelos entre si (i.e., el
angulo entre ellos es cero)

5, aha=0Vac R"
6. El producto vectorial no es asociativo, es decir, (aAb) Ac#aA(bAc)

7. El producto vectorial es asociativo con respecto a un factor escalar A € IR, es decir, se tiene la identidad
A(aAb)=(Aa)Ab=aA (A\b)

8. [lanbll=/al?[b]* — ((a, b))

9. |laAb| = ||a||||b||sinf donde O es el dngulo menor entre los vectores a y b

1.4.6. Suma de matrices

La suma de matrices se define para dos matrices de igual dimensiones n x m. Sean A, «m ¥ Bnxm dos
matrices de igual dimensiones, la matriz C que resulta de la suma de A y B tiene dimensiones n X m y se define
como la suma de las componentes respectivas de las matrices, es decir, C = A + B es tal que:

Cij = Aij + Bij (9)

dondei=1,2,...,nyj=1,2,...,m.

La operacién se define de manera similar para la suma de dos vectores, en que el vector resultante es la suma
de las componentes respectivas de los vectores sumados.
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1.4.7. Multiplicacion de matrices

Sean las matrices A, xm ¥ Byyxq . se define la multiplicacién de las matrices A, xr, Y Biyxg como la matriz
de dimensiones:

m
Crxg = AnxmBmxg donde Cij = ZAikBkj (10)
k=1
donde el nimero de columnas de A es igual al nimero de filas de B, ambos m,yi=1,2,....,nyj=1,2,...,q.

Notar que para el caso de la multiplicacién de una matriz A, «.,, por un vector columna b,,x1, se necesita
que la cantidad de columnas de A sea igual a la dimensién del vector b para hacer la multiplicacién Ab.

Ademis, notar que la multiplicacién de matrices no es conmutativa, es decir, si se tiene las matrices A, xm Y
Biypxn , en general (AB), ., # (BA),, ., La igualdad sélo se cumple en el caso particular donde las matrices
A y B son cuadradas, de igual dimensién (i.e., n = m) y ambas son matrices simétricas (ver definicién méas adelante).

1.4.8. Matriz diagonal

Una matriz diagonal es una matriz cuadrada en que sélo los elementos de su diagonal son distintos de cero.
Por ejemplo, una matriz diagonal de dimensién 4 x 4 es la siguiente:

Ay 0 0 0
0 Aym 00

A=l 0 0 4y o0 (11)
0 0 0 Ay

1.4.9. Matriz ldentidad

Es una matriz diagonal, denotada por la letra I, en que los elementos de la diagonal son todos iguales a la
unidad (i.e., el nimero entero 1). Por ejemplo, una matriz identidad de 4 x 4 es la siguiente:

1 0 0 O
01 00
= 0 010 (12)
0 0 01
La matriz identidad tiene la siguiente propiedad: para una matriz A, «,, vector X, 1 y matriz identidad I,,«,, se
cumple que:
AT=TA=A (13)
xI=Ix=x (14)

1.4.10. Traspuesta de una matriz

T

mxn €sta dada por:

La traspuesta de una matriz A, «,,, denotada por A

(AT);; =A;; dondei=1,....n; j=1,....m (15)
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Por ejemplo:
@ b a ¢ e
Si A= c? = AT:[b y f} (16)

Una propiedad de la trasposicién de matrices: dadas las matrices A« ¥ Binxg. Se tiene la siguiente propiedad
(AB)T =BTAT
1.4.11. Matriz Simétrica

Una matriz A es simétrica si se tiene que AT = A, es decir, que Aji = Ayj.

1.4.12. Matriz Antimétrica

Una matriz A es antimétrica si se tiene que AT = —A | es decir, que Aj; = —A;;. Notar que los elementos
de la diagonal de la matriz A son nulos si dicha matriz es antimétrica.

1.4.13. Matriz ortogonal

Una matriz Q,,x, se dice matriz ortogonal, si

QTQ - QQT =ILxn

Se tiene la siguiente propiedad: dada una matriz ortogonal Q y un vector x,

(Qx)"(Qx) =x"x

Las matrices ortogonales son utilizadas para definir rotaciones del sistema de coordenadas.

1.4.14. Determinante de una matriz

El determinante de una matriz cuadrada A, «, es un ndmero escalar denotado por det(A) o |A| en que para
una matriz de 2 x 2 es:
det (| @ V1) =ad—be (17)
c d B

Para una matriz A, «,, se utiliza la férmula de Laplace:

det (A) = Z(fl)”injMij para cualquier i € {1,...,n} (18)

j=1

donde M;; es el determinante de la matriz que se obtiene al eliminar la fila ¢ y la columna j de la matriz A.
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Por ejemplo, si se tiene una matriz Azx3

Ain A Asgg
A= A21 A22 A23 (19)
Az Az Ass
el determinante de dicha matriz se calcula como:
An A Ass
det(A) = det Agl AQQ A23 (20)
Az Azp Ass
Ago Ao Axy Ao Azr Ago
= Ajpdet — Ao det Aqsdet 21
i de ([Agz Ass edet {1y Ay, ) Pt a4y, ) @Y
= A11(AxAszs — Az0Ass) + A19(Asg1 423 — An1Asz) + A13(A1 Aga — Az1 Ago) (22)

1.4.15. Matriz Singular

Una matriz cuadrada es singular si su determinante es cero, es decir, det(A) = 0.

1.4.16. Matriz definida positiva

Sea una matriz cuadrada A, «, y un vector columna x,«1. La matriz A es definida positiva si para todo
x # 0, x € IR", se tiene que:
xTAx >0

Las matrices definidas positivas no son matrices singulares.

1.4.17. Definicion de Matriz Inversa

Sea la matriz cuadrada y no singular A,,»,. Se define la matriz inversa de A, denotada por A=, como la
matriz que cumple la siguiente propiedad:

AAT'=ATTA =T,n (23)

La matriz inversa se puede calcular usando la férmula de los cofactores:

AT = detl(A) c* (24)

donde C es la matriz de cofactores de A, cuyos elementos son tales que:
Cij = (=1)"7 M,
y M;; es el determinante de la matriz que se obtiene al eliminar la fila 7 y la columna j de la matriz A.

Por ejemplo, la matriz inversa de una matriz A5 se calcula como sigue:

A:[(cl 2} :>A1:det1(A)[—dc _ab]:adibc{—dc _ab} (25)
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1.5. Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales

Sea el sistema lineal de ecuaciones algebraicas de n ecuaciones y n incégnitas representado por:

A11£C1 + Algxg +...+ Alnxn = b1 (26)
A1y + Agowa + ...+ Aopzy = by (27)
............... (28)
A1z + Aoz + ...+ Apnxy, = by, (29)
donde x1,xs,...,x, son sus incégnitas.
El sistema de ecuaciones anterior se puede escribir de manera matricial de la siguiente forma:
Ax=D
donde se tiene la matriz:
A Ap .0 Ay,
Ay Ay ... Ay, )
A = ) } _ ( una matriz cuadradade n x n ). (30)
A, A ... A,
y los vectores columnas de dimension n:
Ty by
T ba
X = , ; b= . (31)
Tn bn

Si la matriz A es no singular, la solucién del sistema de ecuaciones esta dada por:

x=A"'b

Luego, la mayor dificultad para resolver el sistema de ecuaciones lineales estd en encontrar los coeficientes de
A1 es decir, calcular la matriz inversa de A. Para ello existen numerosas técnicas, tales como:

» Férmula de los Cofactores
= Métodos de eliminacién de Gauss

» Métodos iterativos para la estimaciéon de A~1

Asimismo, existen técnicas que permiten resolver el sistema de ecuaciones lineales Ax = b sin encontrar
de manera explicita la matriz inversa de A. El detalle de las técnicas para encontrar la solucién al sistema de
ecuaciones escapa el alcance de este tutorial y, por lo tanto, no seran explicadas (para mayor informacién ver
material complementario NO obligatorio).
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2. Estimacion de Parametros usando el Método de Minimos Cuadrados

En las seccién anterior se vieron definiciones de algebra lineal y en particular el como resolver un sistema de
ecuaciones lineales en que se tiene igual nimero de incégnitas y ecuaciones.

En esta seccién se ejemplificara y discutird dos metodologias para resolver sistemas de ecuaciones lineales en
donde el nimero de ecuaciones es mayor que el nimero de incégnitas del problema a resolver, es decir, un sistema
de ecuaciones sobredeterminado.

2.1. Problemas de estimacién lineal
Los problemas de estimacién lineal son aquellos en que se quiere determinar ciertos pardmetros de un modelo
y que se podran expresar de manera matricial de la siguiente forma:
Gm=d (32)

donde G es la matriz de disefio del problema, m es el vector de parametros que se quiere estimar y d son las
observaciones. En este caso se considerara que el sistema de ecuaciones tiene INV,, incégnitasy Ny > N,, ecuaciones,
por lo que la matriz de disefio G no es cuadrada, sino que tiene Ny filas y N, columnas.

A modo de ilustracién, se analizara el problema de encontrar los valores de el coeficiente de interseccién y de
la pendiente de una recta mediante un proceso de ajuste del modelo matematico de la recta a puntos en el plano
(X,Y) que provienen del resultado de un experimento fisico.

16

- - -
(2] © o N L
T T T T T

Temperatura [grados Celcius]
S

Y=
N

0 5 10 15 20 25
X = Tiempo [ minutos ]

Figura 1: Ejemplo de ajuste de una recta a datos. Los puntos rojos son mediciones de temperatura de un objeto
en tiempos determinados. La linea azul corresponde a la recta ajustada a dichas observaciones.

Suponer que se realiza un experimento en que se quiere estudiar la evolucién de la temperatura de un cuerpo.
Durante el procedimiento experimental se realizan mediciones de temperatura (denotada por y) a determinados
instantes de tiempo (que denotamos ). Si se realizan N; mediciones en total, se obtiene un conjunto de Ny pares
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de valores {(l’i;yi)}zl'vzdl :
(xl ’ yl)
(IQ ) y2)
(s, y3)
(de 9 yNd)

que corresponden a los puntos rojos en la Figura 1.

Basado en alguna razén fisica, se pretende ajustar una linea recta que modele la evolucién de la temperatura
del cuerpo en el tiempo. Para ello se plantea el modelo matematico de una recta:

y=a+bx (33)

donde x representa el tiempo de la medicién, y la temperatura medida en el experimento (los datos del experimento),
y a, b representan las incognitas , el coeficiente de interseccidn y la pendiente de la recta respectivamente.

A continuacién, se explica como formar el sistema lineal de ecuaciones (32). Aqui se considera que cada
medicién debe obedecer a la ecuacién de la recta (33), propuesta como modelo tedrico o modelo fisico para la
evolucién de la temperatura del cuerpo del experimento y que se quiere ajustar a los datos. Con esto se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones:

a+bry = wn

a+bry = y

a+ bﬂ?g = Y3 (34)
a+bry, = yn,

en donde cada ecuacién se corresponde con una observacién experimental (x;, y;). El sistema de ecuaciones anterior
se puede describir de manera matricial de la forma Gm = d, cuyos elementos son los siguientes:

1 Iy n

1 Y2

G=|1 =3 — 2. d=| ¥
_ Com=| 0] a- (35)

1 TNy YN,

Se adelantara en esta seccién que, si la matriz inversa de GTG existe, la solucién al sistema de ecuaciones lineales
Gm = d estd dada por:

m = [ Z ] = (GTG)'GTd. (36)
En al Figura 1 la linea azul es la recta en que se usa el coeficiente de interseccién y la pendiente ajustada

usando la ecuacién (36), que corresponde a la solucién por minimos cuadrados del sistema de ecuaciones (32). Los
detalles del método de minimos cuadrados se discuten en la siguiente seccion.
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2.2. Método de Minimos Cuadrados

En esta secciéon se muestra como obtener la solucién del problema Gm = d usando el método de minimos
cuadrados.

Se tiene el sistema de ecuaciones lineales Gm = d en donde se quiere encontrar el valor de la incégnita m.
Por lo general se contard con mas ecuaciones que incégnitas (como se ilustra en el ejemplo de la seccién anterior),
por lo que la matriz G no serd una matriz cuadrada y no se puede resolver el problema simplemente calculando la
matriz inversa de G, ya que ésta no esta definida.

Aqui se plantea el problema de la siguiente manera. Primero, se define lo que corresponde a la prediccién de
los datos dP™9(m) = Gm para un vector m de pardmetros del modelo tedrico (e.g., la prediccién de los valores
de y en los tiempos x, para valores dados de coeficiente de intersecciéon y pendiente de la recta en el ejemplo
anterior).

Luego, usando el modelo tedrico (i.e., la ecuacién de la recta) se tiene una forma funcional para hacer una
prediccién de las observaciones dado un vector de parametros. Luego, la idea es buscar el vector de pardmetros
m tal que la prediccidon de los datos sea lo mas parecido posible al vector de datos observado a través de un
procedimiento experimental (d - valores de temperatura medidos en el ejemplo de la seccién anterior). Para ello se
define el vector de error de ajuste de la predicciéon como el vector resultante de la diferencia entre la prediccién de
las observaciones para un vector de parametros dado y las observaciones:

e(m)=d—dP*¥(m)=d - Gm (37)

El método de minimos cuadrados busca como solucién al problema de ecuaciones el vector m que minimiza
la suma de las diferencias al cuadrado entre cada observacién y la correspondiente prediccién obtenida a través de
m, es decir, se busca resolver el problema de optimizacién:

min F(m) (38)
m
donde
E(m) =) ¢(m) = |e(m)|* = (d - Gm)"(d - Gm) = ) (d - Gm); (39)
A E(m) se le denomina el error de ajuste. Aqui, el modelo estimado o vector de pardmetros éptimo m®st, es tal
que E(m®*) < F(m) para cualquier vector de pardmetros m posible.
La condicién optimal para encontrar el modelo estimado m®* es:
OFE(m)
——— =0 40
- (40)

que en este caso asegura que el resultado obtenido sea un minimo y no un maximo de E(m) ya que la funcién que
define el error de ajuste es una funcidén convexa por construccién.
E(m) _

. . . g . o /
Se puede demostrar que imponiendo la condicién optimal =;-== = (0 para encontrar el vector de parametros
q

m®* que minimiza el error de ajuste , se obtiene las ecuaciones normales del método de minimos cuadrados:

GTGm = GTd (41)

Luego, resolver el sistema lineal Gm = d por el método de minimos cuadrados simples es equivalente a
resolver las ecuaciones normales GTGm = G”d. Notar que la matriz GTG es una matriz cuadrada. Luego,
cuando la matriz inversa de GT'G existe, la solucién al problema (41) se puede escribir de la siguiente manera:

m*' = (G'G)"'G"d (42)
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Notar que el método de minimos cuadrados falla cuando la matriz GT' G no es invertible, lo que, por ejemplo,
sucede cuando hay dos o mas columnas de la matriz de disefio G que son linealmente dependientes, o cuando el
niimero de ecuaciones es menor al ndmero de incognitas (i.e.,: el sistema de ecuaciones es subdeterminado). Cuando
ocurre esta situacién, la no existencia de (G G)~! no quiere decir necesariamente que el problema inverso no
tenga solucién, y sélo implica que la metodologia es incapaz de resolver el problema inverso planteado, posiblemente
por la existencia de multiples soluciones de éste.

Un factor igualmente importante al encontrar una solucién del problema inverso, es poder calcular la incerti-
dumbre asociada a ésta. De manera de saber que tan confiable o que tan acotados son los valores obtenidos (el
rango de error o intervalos de confianza), se utilizara la férmula de propagacién de error para una relacién lineal
(esto se verd con mas detalles en el repaso de probabilidades), la que se expresa como sigue:

si m=Md = C,=MCqMT (43)

donde Cgq es la matriz de covarianza de las observaciones que representa los errores de las mediciones experimentales,
C, es la matriz de covarianza del vector de parametros estimado, que representa los errores en la estimacién de
m, y M = (GTG)"1GT segiin la férmula (42).

Es posible demostrar que en la derivacién del método de minimos cuadrados planteado en este apunte, se
asume que los errores de las observaciones siguen una distribucién de probabilidades Normal (o Gaussiana) y que
son independientes e idénticamente distribuidos. En el ejemplo de la secciéon anterior, esto se traduce en que
cada medicién (observacién) de temperatura tiene asociada una varianza igual a o2, y por lo tanto, la matriz de
covarianza de las observaciones es Cq = 021 (donde I es la matriz identidad). Escrito de manera matricial, los
errores de las mediciones quedan definidos a través de la siguiente matriz de covarianza:

03 0o ... 0
0 03 ... 0

Ca = . . . < matriz de covarianza diagonal (44)
0 0 03

Luego, usando la férmula (43) se obtiene:

Cn = MCqMT
= (GTG)'GTAIG(GTG)™!
~—~—
M Cq MT

= 0;(GTG) ' (GTG)GTG)!
I
= o2(GTG)™! (45)

Notar que la matriz de covarianza de los pardmetros estimados, si bien es una matriz cuadrada, no es nece-
sariamente una matriz diagonal. El niimero de filas y columnas de la matriz es igual al niimero de parametros que
se estima (el nimero de incégnitas). En el caso particular del ejemplo de un ajuste de una recta a observaciones
de medicién de temperatura, se definié que el vector de pardmetros (o incégnitas) es:

mi a coeficiente de interseccion
m = = = . . (46)
msa b pendiente
En este caso, la matriz de covarianza de los valores de los pardmetros estimados tendra la siguiente forma:
Cn C o2 C,
Cm — 11 12 — a aéb (47)
Con Ca Cap ay

donde los valores de la diagonal son las varianzas o2, o7 del coeficiente de interseccién (a) y la pendiente (b) de

la ecuacion de la recta (33).
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Aqui se puede interpretar a o, y g, como los errores asociados a los valores estimados de a y b, con lo que se
puede entender que, por ejemplo, si bien se ha encontrado un valor dado para a, debido a que éste tiene un error
04, €s muy probable que la incégnita a pueda tomar valores entre a — 0, y a + 0, , definiendo lo que se llama un
intervalo de confianza de la incégnita a. En este contexto, es muy probable que b pueda tomar valores entre b — oy,
y b+ 0.

Los elementos fuera de la diagonal de la matriz Cy, son las covarianzas de los pardmetros estimados. Estos
indican que tan fuerte es la relacién o dependencia lineal entre los pardmetros que se estiman. En el ejemplo de
la recta, si Cyp # 0 indica que los errores del coeficiente de interseccién a y de la pendiente de la recta b estan
relacionados linealmente, es decir, que no son independientes. La relacién entre dos parametros (o entre los errores
asociados a la estimacién de éstos) se puede cuantificar de mejor manera usando el coeficiente de correlacién de

Pearson
Cij Cij o
i = = ara i 48
Pij GuC. 70, para i # j (48)
el que tiene la propiedad

Luego si dos parametros a y b son tales que p,p > 0 se dice que estos pardmetros estan positivamente correlacio-
nados. En el caso de que p,, < 0 se dice que estos pardmetros estan negativamente correlacionados, y en el caso
de que pup = 0 se dice que los pardmetros no estan linealmente relacionados.*

2.3. Método de minimos cuadrados con pesos

En la seccién anterior se vié que el problema de minimos cuadrados asume implicitamente que los errores
de todas las observaciones son iguales, lo cual no es necesariamente correcto. Por ejemplo, las condiciones ex-
perimentales pueden cambiar entre una medicién y otra, cambiando el error con el que se obtiene el valor de la
medicién.

Esto nos motiva a cambiar la forma en que se define el error de ajuste (39), reformulédndolo como una “medida”
de que tan bien la prediccién de un vector de parametros ajusta las observaciones, pero esta vez considerando los
errores de las observaciones. Para ello se propone la siguiente definicién del error de ajuste, en que la diferencia entre
la prediccidon de un vector de pardmetros y la medicién u obervacion es dividida por el error de dicha observacién:

E(m) = Z (d_aﬁ (50)

donde i indica la observacién (o ecuacién) i-ésima y o; es el error con el que se obtiene dicha observacién.

Como se vi6 en el ejemplo de ajustar una recta, se tiene que cada observacion, medicién o dato experimental va
a generar una ecuacién del sistema lineal de ecuaciones Gm = d (ver ecuaciones (34) y (35)). Luego, el considerar
la ecuacién (50) como el error de ajuste, se traduce en que uno divide cada ecuacién del sistema de ecuaciones
Gm = d por el error asociado a la observacién que define la ecuacién respectiva, es decir, uno obtiene el siguiente

ILa interpretacién del coeficiente de correlacién de Pearson se verad con mas de detalle en el repaso de probabilidades de la siguiente
semana.
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sistema de ecuaciones:

atbr, oy
01 B 0’71

a+ bxs _ Y2 (51)
(o) ()]

a+bxy YN
oN  on

en que cada ecuacién se corresponde con una observacién experimental (x;,y;) con el error o; asociado a la
medicién de y;. El sistema de ecuaciones anterior se puede describir de manera matricial de la forma:

WdGm = de (52)
, donde:
1 = Y1
1 To Y2
G=|1 =3 |, m:[Z]; d=| ¥s (53)
1 N YN

son las mismas matrices y vectores del sistema original de ecuaciones Gm = d (generado usando las ecuaciones
(34) y (35)), el cual se ha premultiplicado por una matriz de pesos W que es diagonal y donde los elementos de
la diagonal son el reciproco de los errores de las mediciones,

= 0 ... 0
0 L ... 0
Wa = T , < matriz de pesos diagonal (54)
0 O L
oN

Notar que dada la definicién de la matriz de pesos se tiene que WT , W, = C;l, donde

a2 0 0
0 o3 ... 0

Ca = . . ) < matriz de covarianza diagonal (55)
0o 0 ... 012\,

es la matriz de covarianza de las observaciones o mediciones d.

Luego, si hacemos el siguiente cambio de variables,

G = W,.G (56)

d W,d (57)
obtenemos otro sistema de ecuaciones:

Gm=d (58)

que se resuelve usando el método de minimos cuadrados simples a través las ecuaciones normales (41) en las nuevas
variables, resultando el vector de parametros estimados:

m* = (G"G) G"d (59)
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Luego si se recuerda que WT W, = C;l, y ademas se reemplaza G = W;G, d = Wyd, se puede escribir el
vector de parametros estimados en funcién de las variables originales como:

m°s (GTWIwW,G)"'GTWiw,d
N—— N——
c;! c;'
= (G'c;'Ge)"'c’c,'d (60)

M

= Md
que es la solucién de Gm = d usando el método de minimos cuadrados con pesos.

Si se recuerda la férmula (45) para calcular la matriz de covarianza de los pardmetros estimados del modelo,
Cm = MC4MT, la matriz de covarianza de los parametros estimados usando el método de minimos cuadrados
con pesos (ecuacién (60)) queda como sigue:

Cm = MCyMT
(GTcy'a)'GTetcqactG(GTe )t
M MT
= (GTci'e)! (61)

2.4. Ejemplo de Ajuste de una linea recta: la importancia de considerar los errores de
las mediciones en el proceso de estimacion de los parametros

A modo de ilustrar la importancia de considerar los errores de las observaciones o mediciones experimentales
en el proceso de estimacién de pardmetros se retomara el ejemplo del ajuste de la linea recta a las mediciones de
temperatura. Aqui se compararan dos procesos de estimacién de la pendiente y el coeficiente de interseccion de la
recta, uno en que se usa el método de minimos cuadrados, en que se asume que todas las observaciones poseen el
mismo error, y el método de minimos cuadrados con pesos, en que se toma en cuenta los errores de cada medicion.

Consideremos que se han realizado las mediciones de temperatura graficadas en la Figura 2. En esta figura
se observa que hay dos mediciones anémalas, en el sentido de que “se salen de la tendencia del resto de las
observaciones” debido a un problema en el instrumento con el que se mide la temperatura del cuerpo. El problema
que causa las mediciones anémalas se ve reflejado en el error asociado a dichas observaciones.

A modo de comparacidén, realizamos el ajuste de la recta usando el método minimos cuadrados simples, es
decir, ecuaciones (34), (41) y (42) y usando el método de minimos cuadrados con pesos, es decir, ecuaciones
(51), (59) y (60). En la Figura 3 se presenta la recta ajustada a las observaciones usando el método de minimos
cuadrados simples (linea roja) y usando el método de minimos cuadrados con pesos (linea verde).

Al analizar las rectas ajustadas usando ambos métodos ilustradas en Figura 3, se observa que la solucién
usando el método de minimos cuadrados con pesos (linea verde) no se ve influenciada por las mediciones anémalas
ya que el método toma en cuenta que éstas tienen un error mayor, representando bien las “buenas mediciones".
Sin embargo, la recta ajustada con el método de minimos cuadrados simples, al no considerar los errores de las
mediciones trata de ajustar todas las observaciones, independientemente de que si son “buenas” (con error bajo)
o “malas” (con error alto), produciendo un sesgo en la solucién, lo que se traduce en que la recta ajustada no
representa bien las mediciones experimentales. Luego es importante considerar no sélo el valor de una observacién
medida en un experimento sino que también el error o incerteza asociado a cada una de las mediciones.

Referencias
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Mediciones de Temperatura y sus Errores
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Figura 2: Ejemplo de ajuste mediciones experimentales de temperatura de un cuerpo en el tiempo. Las barras
verticales indican el error asociado a cada medicién. Notar que hay dos mediciones anémalas debido a problemas
con el instrumento utilizado para obtenerlas, lo que se ve reflejado en los errores de dichas observaciones (barras
de error més grandes).

Ajuste de recta
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Figura 3: Grafico de la recta ajustada a las mediciones experimentales. La linea roja corresponde a la recta ajustada
usando el método de minimos cuadrados simples y la linea verde corresponde a la recta ajustada usando el método
de minimos cuadrados con pesos. Notar como el método de minimos cuadrados simples produce un resultado que
es sesgado por las observaciones andmalas al no considerar los errores de cada medicién por separado.
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