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Thence reflect, o water surface, my infinite self!

iSaludos! Hay un tema que bastante gente encuentra particularmente bonito en el tépico que es la
mecéanica cuantica, y este es el concepto de simetrias aplicado, valga la redundancia, a la cuantica.
La idea desarrollada por Emmy Noether hace poco més de 100 afios se concibi6é pensando en sistemas puramente
deterministas. Buscamos entonces trasladar esta idea al mundo cudntico. ;Cémo haremos esto?
Una potencial forma de realizarlo es considerando cudl era la idea de Noether al formular sus teoremas sobre
cantidades conservadas y simetrias.
El contexto histérico de esto era tanto esperanzador como desolador, ya que era el momento en que estaba
naciendo la relatividad general, de parte de dos gigantes: Albert Einstein y David Hilbert. Pese a que esta
teoria estaba siendo cimentada por dos de las mentes mas prodigiosas de su tiempo, jTenian dificultades con
formular un concepto fundamental de la fisica cldsica! Esta era la conservacién de la energia.
En esta desesperacién para poder trasladar esta idea a la fisica relativista, llamaron a una notable matematica
que Hilbert conocia de antemano: La mismisima Emmy Noether, quien formul6 sus teoremas respectivos a
las cantidades conservadas, que explican cuando, justamente, se conservan. Esto ya lo vieron en su ramo de
mecanica clasica, de forma general se puede desprender de la siguiente idea:

“Toda simetria del sistema, lleva, en consecuencia, a una cantidad
conservada”

., Qué es realmente una simetria? Para esto debemos pensar en como “movemos” un sistema fisico; en el
caso de fisica clasica lo hacen con variaciones de varios tipos, llevando en consecuencia ciertas conservaciones:

t — t+dt ~ la energia.
x +— x+dr ~ el momento lineal.
0 — 6+60 ~ el momento angular.

Y luego desarrollar matematicamente la idea, hasta llegar a un conjunto de ecuaciones. Esto en fisica clésica
tenia todo el sentido del mundo, ya que la posicion de un vector en el mismo siempre estéd bien definida. ;Cémo
llevamos esto a la mecanica cuantica?

Esto se vuelve un poco problematico por varios motivos, uno de estos puede ser que, si dejamos fuera el caso
temporal, que merece su atencién de forma distinta por si mismo, es que gracias al principio de indeterminacion
de Heisenberg la posicion ni el momento estan bien definidos como conjunto. ;Qué podemos hacer entonces?
Debe haber alguna forma de recuperar estas formulaciones.

., Como representamos las cantidades fisicas que podemos medir? Pero
por supuesto, jOperadores!

* Recordemos también que un sistema fisico tenia toda su informacién relevante contenida en su vector de

estado [¢).

Entonces, ;Cémo seria la traslacion espacial en un sistema cudntico? Pues hay, al igual que en el caso clasico,
dos posibles perspectivas: Que se trasladen los vectores, o que se trasladen los operadores, que corresponden
respectivamente al esquema de Schrodinger y de Heisenberg.

Pensemos inicialmente con el caso del esquema de Schrodinger, en tal caso debemos pensar como actian los
operadores sobre un vector de estado. También nos conviene recordar que para obtener la funcién de onda en
base posicién, se deben usar bra-kets que permiten recuperar la posicion, los |z). Entonces si hacemos una
traslacién espacial, significa que estamos modificando esta base, moviendo elementos de un lado para otro en
particular, porque podemos definir el operador traslacién espacial como aquel que opera como:

Ty |z) = |z + «)


https://www.youtube.com/watch?v=8qStzLlDqKs
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Con esto en mente, rapidamente podemos notar que:
-1
T, |z) =z —a)

(,Coémo podemos ver esto? Notando que si lo anterior mueve las posiciones a la derecha, moverse a la izquierda
debe dejarte donde mismo, es decir, ahi se recupera la identidad.

Por otro lado, ;Qué deberia hacer con la normalizaciéon esto? Consideremos un punto nombrado an-
teriormete: Nos mueve la base, es como cuando tenemos una matriz con varias coordenadas y, por ejemplo,
hacemos un “shift” de las mismas (hacemos Mx,, = x,4+1 por ejemplo, y el tltimo nos lo manda al primero).
Una matriz como esta se ve como:

000 ... 1
100 ...0
M=|0 10 ...0
000 ...0

Podemos notar, asimismo, que la inversa de esta matriz... jEs su traspuesta! Ya que si se asume que su base es
ortonormal, entonces la traspuesta acéd seria como “regresar” todo el intercambio de autovectores que se hizo.
De forma analoga, se puede demostrar que T}, para cualquier « reaﬂ es un operador unitario, es decir, que la
generalizacion de la traspuesta, es decir, su traspuesto conjugado, es su inversa, en otras palabras, obtenemos
que:

T, o) =Tl o) = |z — o)
Ahora, la buena pregunta que debemos hacernos siempre como fisicos es:
;i Cémo cambia el sistema si vario un poco este?

Después de todo, con una légica asi Newton dedujo sus leyes de movimiento, Stokes produjo sus ecuaciones
de fluidos, o Emmy Noether produjo sus teoremas de conservacién.

En este caso, como los |x) forman una base, la pregunta seria: ; Cémo varia |¢)) si variamos un poco en
la base |z)? jLa idea no es descabelladal

Recordemos, vamos a pedirle a la ecuacion de Schrodinger que sea continua. Debe haber entonces alguna
relacién con los valores cercanos. Ahora viene el pequeiio desarrollo matemaético visto en clase auxiliar: ;Cémo
es Ty 1) para |a] < 17 Veremos esto en base posicién, ya que es la natural para el propésito que estamos

considerando:
(@| To o) = (2| Tl ) Truco usual
= (x| T, / |z") (z'| dz’ |¢) Base donde sabemos como actiia T,
= / (x| Ty |2") (2| da’ Linealidad
= / (x|’ + a)(a)da’ Escribir en base posicién
= / §(x — 2’ — a)y(z)dx’ Base posicién
=y(x — «) Era el valor de 2’ para el cual z — 2’ — a =0
=¥ () — Oetp(x)a + o) Taylor
= (z|y) + %1 (x| p ) + o(a) Identificar que (z|p |¢) = —ihd(x)

Vector en el caso que trabajemos en 2D o 3D.
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Este desarrollo podria serles ttiles, porque son pasos que siempre se usan, se repiten permanentementeﬂ
Con esto, entonces, podemos notar lo siguiente: Que podemos llevar esto a una cosa como una derivada por
definicién, dicese:

T, —1
«Q

o(a)

(o] T2 ) = 1 el 1) +

Si tiramos limite con @ — 0, obtenemos que el lado izquierdo es como... jUna derivada espacial! Esto queda
mas claro si tomamos [¢)) = |y), en tal caso, y considerando que como los |z) forman una base, entonces la
igualdad es igual por coeficiente (ie, por cada término que estd siendo multiplicado por (z|), obtenemos que:

AR R N PN PSS N e

(6 «

DISCLAIMER, ESTOY CASI TOTALMENTE SEGURO DE QUE TENGO UN SIGNO
MALO EN ALGUNA PARTE

iPorqué estan todos tan obsesionados con el momento angular?

Un equivalente que suele aparecer es el del operador momento angular L, correspondiente al generador de las
traslaciones angulares, escritas como:

d ~
el =1
1oy =L16)

Ahora, con todo esto, podemos recordar un poco la idea de la ecuacién de Schrédinger, en tal caso obtenfamos
que:

. d
ih ) = H [v)

iEn este caso tenemos una ecuaciéon de corte similar a esta! En general, con este procedimiento, se obtienen
cosas llamadas generadores. Como ejercicio les recomendamos hacer un equivalente con el operador que traslada
el momentum.

Muy bonito todo esto. ;Un resumen?

Con todo lo anterior, con operadores que nos “muevan” la base, podemos pensar en el caso general. Esta es la
clave de los llamados generadores, y es que nos dicen a qué ritmo cambia la base. Ahora, las propiedades
importantes para los operadores de traslacién que hemos usado son las siguientes.

Si U, es un operador que transforma una base continua |s) trasladdndola a |s + a), entonces este operador
cumple con dos propiedades clave:

= Es unitario: Esto en clave fisica significa que no debe afectar a la amplitud de probabilidad total. En
otras palabras, para cada « debe tenerse que UlU, = L.

» Es Aditivo: Si se aplica de forma consecutiva, entonces debe dar lugar a que U,Ug = Uy 3.

Estos dos pasos (fundamentalmente el segundo), nos permiten ver que se puede “derivar” esta base |s).
Y con ello obtener una ecuacién diferencial del estilo:

. d
ziZ% |s) = G |s)

2No suele ser necesario que pongan el o(a) eso si, ahi suele bastar con decir &~ en vez de un igual y listo, como suelen hacer de
hecho.
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Donde a G se le conoce como el generador de U, ya que permite que se escriba U, correspondiente a los
movimientos finitos de la base (no necesariamente pequenos), como:

—1is
U=e 7 C

Recordando, a su vez, mecanica clasica, esto permite recordar porqué son similares varios operadores
de la cudntica que no es obvio que lo sean en su caso cuantico (véase, por ejemplo, el operador momento
angular). La formulacién base que nos permite crear una expresién inicial, es el mismo principio que en la
clasica: Ver qué cosa hace que un angulo cambie, correspondiente justamente a algo con el momento angular.
Esto, de hecho, es tan fundamental que se puede llevar jAtin mas lejos! La formulacion matematica de todo
lo expresado hasta acd corresponde al llamado “Teorema de Stone”. La idea base se puede aplicar, también
al concepto del operador evolucién temporal, considerando que dicho operador U se le suele pedir que sea
autoadjunto (para que preserve la probabilidad total 1) y que sea aditivo (es decir, que podamos evolucionar
una vez y luego otra, y que sea equivalente a que evolucionemos todo de una vez). Lo cual lleva... jA la ecuacién
de Schrédinger!

i, Coémo es la funcion de onda cuando se le aplica este generador?

Podemos ver que depende de la conmutacién de dicha variable con el operador de evoluciéon temporal, para
este efecto volveremos al esquema de Heisenberg, en efecto:

(W ()] S () = (ol U®)TSU() [tho)

Si le queremos pedir al sistema, que esto se conserve siempre, entonces esta cantidad debe ser la misma
que en la posicién inicial, vale decir:

(Y[¥0)) (ol U TSU ()0 = (o] S|vo) = U®)'SU(t) =S

Si recordamos que el operador de evolucién temporal, se obtiene una relacion interesante, esta es que:

iUna relacién de conmutacién! Podemos ir, de hecho, un paso mas lejos y tratar de ver la relacién de
esto con el generador, con ello se obtiene que:

n!

s i (_nlf)nH“ _ s EW g

n=0
Si llevamos todo a un solo lado, obtenemos que:

(—ity"
n!

- (77;75)” n n .- n
> T (SH —H"S)=0 = > [S,H"] =0
n=0 n=0
Se puede ver entonces, una relaciéon similar al teorema de Noether clasico, que relaciona invarianzas del sistema
con simetrias de la misma, a través de los generadores. Si tenemos una perturbacion finita S, esto significa
que:

[S,U(t)]=0 <= [S,H|=0 < |[G,H]=0

Invarianza <= Simetria <= Conservacién

El punto invariante, es que si perturbamos la base del sistema (por ejemplo la posicién), la dindmica
no cambia, es decir, el sistema es invariante a dichos cambios finitos. Esto se puede demostrar también,
argumentando que dicha perturbacién finita conmuta con el operador que genera la evolucién temporal, es
decir, el Hamiltoniano. Concluimos que esto equivale a que el Hamiltoniano conmute con el generador de la
perturbacién.
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Esto no se cumple para todas las simetrias eso si, ya que se tienen que ser... jSimetrias continuas! Esto deja
afuera, por ejemplo, la simetria de paridad o la de reversién temporal, ya que estas lo que hacen es una
aplicacién discreta:

Inversion temporal ¢ +— —t
Paridad T -

Con ello toda la légica anterior que permite crear un generador se rompe, y con ello en la tiple equivalencia
anterior no se puede obtener una cantidad conservada. Ademads, en el caso de inversién temporal, no estamos
afectando a ninguna base en si, sino que vemos que sucede al manipular el tiempo como variable, esto hace
que su manejo sea distinto a las demds simetrias, que requieren un manejo con una base en particular. (Entre
otras cosas, se obtiene que el operador de inversién temporal no es unitario, sino anti-unitario).

T operador de inversién temporal T 4T

Esto lleva a que se observe la llamada “degeneracién de Kramers”, que nos dice que si hay simetria de inversion
temporal, ie, que se tiene la relacién

[T,H] =0

Entonces para cada autoestado |E) de H con energia E, entonces existe otro autoestado 7' |E) que tiene la
misma energia. Este autoestado puede o no ser igual al original, esta degeneracion adquiere importancia cuando
aparecen cantidades como el spin, que hacen que haya una degeneraciéon al momento de ver las energias del
Hamiltoniano.

Noétese que con todo lo anterior ya tenemos en mano al menos dos postulados ya completamente considerados
dentro de esta poderosa idea de ver que pasa si trasladamos un parametro un poquito, ya sea el tiempo o la
posicion. Se puede generalizar todo esto atn mds, permitiendo incluso reemplazar ciertos postulados por la
relacion de conmutacion canodnica, correspondiente a que:

[Kﬂ:m

Estas ideas permiten ver la mecdnica cuantica con ojos de otro tipo, mucho més algebraicos. Una perspec-
tiva que desarroll6 en gran medida Hermann Weyl, quien ha tenido grandes aportes en diversas areas del
conocimiento humano en general, en fisica y mateméatica. A varios les incomodaba fuertemente este enfoque
mas algebraico, jIncluso a su mismo creador! Que queda encapsulado, a su vez, en una cita de este llamativo
personaje, en la cual se referia a las matematicas mas que la fisica, sin embargo puede ser ad hoc también:

“ La simetria, tan amplia o angosta como les guste dar significado, es una idea a través de la
cual la humanidad ha intentado comprender y crear orden, belleza y perfeccion. En estos dias el
angel de la topologia y el demonio del dlgebra abstracta luchan por el alma de cada drea de
las matemadticas’ (Hermann Weyl, Invariants, 1939)

Referencias y mas contenido

Catedra de Simetrias (en inglés)
Traslaciones y momentum (en inglés)
Extracto de un libro(en inglés) (mas avanzado, pero jpuede ser util!)
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