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P1.-

Una particula de masa m y energia E se mueve en una dimensién en presencia del potencial

X

V(x) = acosec? () ,

Zo
donde a y x( son constantes conocidas.
a) Obtenga una expresion integral para la funcién caracteristica del Hamiltoniano
b) (Bajo qué condiciones se pueden usar variables de accién-dngulo?

¢) Asuma que se cumplan esas condiciones, encuentre la frecuencia de oscilacién como funcién de
la energia utilizando el método de accién-angulo

d) Compruebe su resultado en (c) usando el limite de pequenas oscilaciones

Oscilador tridimensional

Considere un oscilador armoénico tridimensional de masa m y constantes elasticas distintas k1, ko, k3
en las (x,y,2) = (1,2,3) direcciones.

a) Usando separacién de variables e introduciendo variables de accion-angulo Ji o3 y wi 23, en-
cuentre las frecuencias del oscilador. Utilice su conocimiento de la solucién de las variables
accidon-angulo para un oscilador arménico 1D

b) La coneccién de (w;,J;) con las variables originales (z;,p;) es obtenida con la generalizacién
directa del resultado 1D:

T = (W\}]%> v sin(27w), p= (J{r%> v cos(2mw) .

Verifique usando corchetes de Poisson que sus variables accion-dngulo (w;, J;) de la parte (a)
son variables candnicas, o sea que

[Jis Jilp g =0, wiswyl, . =0, [Ji,wyl, = dij
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Formulario

Hamilton-Jacobi

La ecuacién de Hamilton-Jacobi para un sistema con s grados de libertad y con Hamiltoniano

H, es
oS oS oS
Hlq,. . ,qs;=—,...,=—t — =0,
(q 4 oq 0qs > + ot
que es una EDP de primer orden, donde se busca calcular S (la funcién generadora) que tiene
dependencia

S:S(q17 y4s; Oy - - 7as;t):F2(anat)7

donde «; = P; son los momentums transformados (y que son constantes).
Habiendo calculado S hacemos:

0S8

N aai '

Con estas ultimas s ecuaciones podemos despejar las coordenadas ¢ en funcién de los a y 3
(las constantes de movimiento).

Bi

Variables de accién-angulo

Para un movimiento periédico se pueden calcular las llamadas variables de accion

ow;
JiE]{Piin=% 5 dg;
4

ow;

oJ;’

donde W; es la funcién caracteristica, proveniente del método de separacién de variables,
asociada a la coordenada g;.

y las variables de angulo

w; =

A partir de las variables de accién se pueden calcular las frecuencias de oscilacién como

vy =

A
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d) tha pouinao coalotiones conderanno £ 2 Vn=Q dovde X[X. > T2
>\ = o[ %) = @ (x-%r\ + 0 n &
> (1) O&:ec(x) Q4 ?< _{\j ¥ (Ly//ﬂ)
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X2 A

=2 VA, - mw X
donde Su= o - G g X = X-x0/2 . Enfonces la wariolle de accion e
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donde
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e ({;) ( O
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El Hanwilloniano secfa

H= P+ o+ Pe + Lemwix®+ Lomws '+ Lovw; z°
A Am o m 2 2 J 2

dorde Wi=Vki/m . ?roponem»% lo 8@n@radoro
O-W- Et =W + W, (y+Wel)-E ¢

05 qu loec de H-J serion

=S () 4 (W) + (eWe) + Lemuwrx® + L(YY\w:sz“f Low; z° = E
2

Amm Am Ao 1 2
(QKWX)Z Flmwi X = o (Qmwn)z r Lomw: 31 = A,
Am 2 Am 2

(W) + Lemw® 2° = o
Arm 2

donde a ot o -E Por loombo, los wraldes o o'mﬁdom depinen como

Ji = %pidq;: % ’Algq dg: -fﬂzfmo( —on'w; g2 dg.

Qe hene lo wiomo foron que ma d HAS. an 1D cbnok tenfames

J=bpdg=tpV2ma-mwaq:dg = drx
bpdg -+ flama - miwg dq -
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A Ji =4 (1)

W:
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Wi

= ijq;\'mw; V3./m - mw. gt dg:
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'8
W, = oW ~+_, % :1\| W arcm( MW, \)'
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de donde wenmoo qu depgomdo ¢ ij(mando el 3gno +
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