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P1.- Scattering

Utilizando Hamilton-Jacobi, escriba el movimiento de una partícula deflectada en presencia de un

potencial U(r) = a · r/r
3
. Exprese la ecuación de la trayectoria en término de cuadraturas; exprésela

analíticamente para el caso cuando Efl
2 ∫ a, donde fl es el parámetro de impacto. Considere que

antes del scattering la velocidad de la partícula es paralela al vector ≠a

P2.- Pozo de potencial

Una partícula de masa m se mueve en un plano en presencia de un pozo de potencial:

V (r) =

I
0, si x < 0 o x > x0

≠V0, si 0 Æ x Æ x0 .

a) ¿Bajo qué condiciones el método de variables de acción-ángulo puede ser aplicado?

b) Asumiendo que dichas condiciones se cumplen, use el método de variables de acción-ángulo para

encontrar las frecuencias de movimiento
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Formulario
Hamilton-Jacobi

La ecuación de Hamilton-Jacobi para un sistema con s grados de libertad y con Hamiltoniano

H, es

H

3
qi, . . . , qs;

ˆS

ˆq1
, . . . ,

ˆS

ˆqs
; t

4
+

ˆS

ˆt
= 0 ,

que es una EDP de primer orden, donde se busca calcular S (la función generadora) que tiene

dependencia

S = S(q1, . . . , qs; –1, . . . , –s; t) = F2(q, P, t) ,

donde –i = Pi son los momentums transformados (y que son constantes).

Habiendo calculado S hacemos:

—i =
ˆS

ˆ–i
.

Con estas últimas s ecuaciones podemos despejar las coordenadas q en función de los – y —

(las constantes de movimiento).

Variables de acción-ángulo

Para un movimiento periódico se pueden calcular las llamadas variables de acción

Ji ©
j

pi dqi

y a partir de estas se pueden calcular las frecuencias de oscilación como

‹i © ˆH

ˆJi
.
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asi que
E

Wo = 1) X. -Emacost' - as 'do' ~

Wr(r)=1)"VanE-air'dr'Sin't'

Como la velocidad inicial es en-E
,
no hay velocidad inicial en 5 , por lo que el momentum

asociado a esta coord
,
inicialmente espolt=0) = 0 y como se conserva = Pa=X

= 0 At

=>X. =(20Wol" + macose=Wo(t)=1)
*

Vx
.
-Imacost' del

: S(r
,
t
,
0
,
+)=-Et(

*

VX-2macost' do't)"Vane-airdr

entences los momentums tienen las expressiones

-

pr = 23 = IVIME-ar "Pr= =VamacoEr &TFC
...

por la figura sabemos que inicialmente :20 y <0 = pult.<O y Polto) >O ,
asi que

S(r
,
0
,
0
,
+) =- Et + ( VX. - 2macost' do' - )'Vane-airdr

Recordemos que tenemos las relaciones B : =15/2x : con : constantes de movimiento y
Bitambien constantes (P: y i respectivamente) , entences tenemos otra ec . dada por

doi t
dri constante t

,
r,Bi= macos Tr"vame-

y como =0 en r= a (ent=t. )
,
ambas integrales en to son O = B. = 0 Xt, r , o

doi I dri
= O (1)=va-macosivame-o

y resolviendo estas integrales obtendramos r=r(f) ,
o sea la trajectoria. No podemos dejar di sin expre

sarla en fr de parametros del problema ,
sabemos que es ete. e igual a

x1 = (foWo) + 2macoso = po+2macost
~ver explicacion

en el foro

=mje como en un problema usual de scatteringypara eltempo incayp=mzda en Ea
=x=mivig"+Lma=2m (Amop + a) = 2m (Ep + a)

Ahora, sabemos que no siempre r O
, ya que se llega al punto

demayor cercania al origen, punto L , desde donde r comienza
a aumentar/alejarse (= 10) y > 0 sennantiene

. Esta coorde-"nada esta dada por las ecs. ↳
En
---

·



(1):(dym · pregion
- m

ro >p

y la condicion que pr=0 (verfigural Gregion k-
E pr=-VamE-X/r? to =r=VE

Region L-M
Para >O fenemos pr>O "Pro ,

asi que
r

doi
- I dri

= O (2)Bi = e =x-macost r"VamE-

que nuevamente es O formando=, y r= v .

La linea paralela a la trajectoria en r= la laizquierda
esta determinada por Ame que se calcularia como

Ama N

(2) : ) doi
- I dri

= O

-VX1-Imacos ur"VImE-a , /r

pero no tenemos la expression de E2 ,
asi que juntemos (1) y (2) ,

con 1) evalvado en (r, f) = (r, f)

(
⑧

doi
- j dri t (

AL
doi t I

r
dri =O

-VX1-Imacos ur"VImE-a , /r o VX1-Imacoge or"VamE-a 1 /r

=) doi
- j dri

- j dri
= O

o VX-Imacost vr"VImE-ai/rk rV"VImE-a , /rk

y ahora si evaluando en (r, b)
= (*, Email

N

driI do cost =2/rr"VamE-ai/r
con lo que queria determinado Ama resolviendo las integrales

Nuevamente usando que Bi =25/8x:, pero ahora con x : =E obtendramos la ec.

Be==-t-M, r
y formando t. =O donde= = Be=0 = t=-m con lo que conseguiramos to asI
Ahora consideremos el caso Epa donde (1) seria

⑧ r

( doi t I dri dri
=O

· Va1-Imacost' or"Vane-ailrepf, VE-(Ef+a)/r
la primera integral se aproximaria como
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