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P1.- M.A.S

Usando formalismo Hamiltoniano, encuentre las ecuaciones de movimiento de un oscilador armó-

nico simple.

P2.-

Considere una partícula de masa m que se mueve en un cono invertido de ángulo de apertura –.

a) Encuentre el Lagrangiano del sistema

b) Calcule los momentum conjugados asociados a los grados de libertad

c) Encuentre el Hamiltoniano del sistema y calcule las ecuaciones de Hamilton

P3.-

Considere una partícula de masa m que se mueve siguiendo una espiral de radio R y paso a.

Encuentre el Hamiltoniano del sistema y las cantidades conservadas

P4.- Electromagnetismo

Considere una partícula no relativista de masa m y carga q moviéndose en presencia de un campo

electromagnético, el Lagrangiano de este sistema está dado por

L = T ≠ V =
1

2
mv

2 ≠ q„ + qA · v ,

donde „ y A son funciones de la posición y el tiempo. Encuentre el Hamiltoniano del sistema.

P5.- Sistema de partículas: Propuesto

Encuentre el Hamiltoniano de un sistema compuesto por una partícula de masa M y n partículas

de masa m. Para esto:

a) Primero encuentre el Lagrangiano L de este problema
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b) Elimine el movimiento del centro de masa (CM) definiendo

ra © Ra ≠ R

con R la posición de la masa M y Ra la posición de la partícula a-ésima de masa m

c) Por ausencia de fuerzas externas, defina la posición del CM en RCM = 0

d) Encuentre las momentum conjugados y exprese el Hamiltoniano usando

H =

ÿ

i

piqi ≠ L

Formulario
Ecuaciones de Hamilton

A partir de un Lagrangiano L en función de las coordenadas y velocidades, qi, q̇i, los momen-

tum conjugados se calculan como

pi © ˆL

ˆq̇i
.

A partir de los momentum, el Hamiltoniano H del sistema se calcula como

H =

ÿ

i

piq̇i ≠ L ,

donde los q̇i se expresan función de los momentum {pj}.

El simil de las ecuaciones de Euler-Lagrange de mecánica Lagrangiana, en mecánica Hamilto-

niana son las ecuaciones de Hamilton

q̇i =
ˆH

ˆpi
· ṗi = ≠ˆH

ˆqi
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Auxiliar 9
P1

Tenermos el Lagrangiano de un oscilador armonico simple

= me-fkx
entences el momentur conjugado asociado a x es

p= =2 = mi = Y = azx

asi que el Hamiltoniano del Sist. Seria

H = 2 pix : -1
= pxx-1mx+ kx

=
-1 + kx = +

y las ecuaciones de
Hamilton serian

i =

2
=

m (1) -x = - 2 =
- kx (2)

OX

derivando (1) y reeplazando can (2)

i = c = -kx + * = 0 (3)
m

que es la EoM usual que ya conociannos. Sin embargo, resolvanos el sist. diferencial (11 , 12 , de
forma matricial

1 - (5-
)= (- )(pi)

proponermos el ansatz (t =Gett con no el vector de C.
I

.
s
, reeplazando

=> 12x2.ext=(8 my.e-> ( m")4= 0

donde para no tener sols .
triviales

, 1. = 8 , imponermos det(v) to

-

1 mi = x + 1 = 0 = 1+-= :Wo
, con Wo=

-k - x M m

-

asique las sols .
Son camo (c_ ) = eiwot + Be not



Si hubiesennes resulto (3) habrianes obtenido

X = AneiNot+B, eiwot

y conno encentramos que px= mix

= px(t) = iNomAneiNot-iwomB, e-Not=Aceimot + B. +"Not

que se puede resumir en

(E) = (*) eiwot+ (Bie-iwot =A eiwor / Beiwet

que es to que yahabiarnes encontrado conformalismo Hamiltonians



P2
La energia cinefica en coord esfericas es

-

T= 1m (r+ rsin ;Y
2

-

y
la potencial es la gravitatoria

⑧ "
-

↳

95 r Ug = mgz = mgrcosa

->

I
asi que el Lagrangiano es :

L = 1m (r+ rsin") -migrcosa
2

Ahora tenermos dos rapideces, i y I , por lo que tenemos dos momentum conjugados :

-Pr
= 22 = mir => i= I8j

·

pr
= a = mrsin'x=> b = Pa

&

2 mrsin

Calculennos el Hamiltoniano

H =2pigi -L = pr + pp-fm(r+ risin') + igreosa

= pr + pi - pi- amn igreosa
m mrsin" 2m

= Pr +

mPenta migrcosa2m

glassess ,

de Hamilton son :

Ar = 2H = Pr (1) - = CH = P (2)

spr m 2pp mrsin

· pr = - 8H = P -

mgcosx (3) opp=-8 = 0 (4) conservacion !
er Mrsin'a

De (4) tenermos que

pp=mrsin' ! = ste = 2

y derivando una vez (1) y reeplazando can 131

22
=> i = I = mir'sin"-mgcosa



P3
④e la particula se mueva en una espiral de radio R implica que

⑨ I = Rate .attr vuelta complete (8 : nhr< (n+1)(n) la particula
y que la espiral sea de paso a quiere decir que lego de una

aranza horizontalmente una distancia a ,
en coord . esto es :

z = z + a(0 +b! ) /2π
donde Zo , b. Son C.

I
. que las poderos tormar corne nulas eligiendo bien el origen y orientacion inicial

del Sist
. de coord

,
Z. = D. =0 .

En coord.
Cilindricas la energia cinetica es

i= 1m(g +E = m)R+E

y no hay energia potencial , por to que el Lagrangiano es

L = 1m(R8+ EY
2

Losmomentum conjugados son calculados commo

- Pr = E
= mR! - pz = 1

= me

asi que el Hamiltoniano es

-H = zpiq : -1= + - as a Parta2

y las ess . de Hamilton Serian

-b = 2H = P - I= H = Dee
~p mR"

- p = -z
= 0

z
=- I conservaciones

donde notaros que tenemos conservacion para pyy Pz

Pp
= Palt= 01 = mR(t =0 y Pz

= Pz(t =d = melt=0 = m Bt=



P4
Tenermos el Lagrangiano de una particula cargada en presencia de un campo electromagnetico

L = 1m11 - qd+q . I

2

=-m x -q +qAix :
entances los moren turns conjugados son:

2xj

· Di = at max Ne
i

nee
=mi

; +qA; => Xj = P - A:

asique el Hamiltoniano delSisterna es

H = 2 p: -1 = 2(p : -qA : ) -2 (P: -qA: + q4-2 A: (p : -q Ail

=
- BE - + PE-qE"- .++ q2

-
- 55. + +q

=(P - qE) +q


