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P1.- Gircompás

Considere un giroscopio simétrico (con I1 ”= I2 = I3) que se encuentra en un

punto fijo en la superficie de la Tierra a una latitud fi/2≠ ” (ángulo medido desde el

Ecuador hasta la posición del objeto). El eje de simetría del giroscopio solo se puede

mover en el plano tangente a la Tierra y esta se encuentra rotando con velocidad

angular �.

a) Utilice distintas rotaciones para expresar las distintas velocidades angulares en

un sistema de coordenadas fijo al giroscopio

b) Encuentre las ecuaciones de movimiento y los equilibrios del sistema

c) Considere que la velocidad de giro del giroscopio es mucho más grande en mag-

nitud que la velocidad de rotación de la Tierra, Â̇ ∫ �, ¿cómo sería el equilibrio

que encontró en b)? Concluya de por qué este objeto puede ser usado como una

brújula

(a) Girocompás (b) De cuando hice aux en Caltech 1963
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Formulario
Sólido rígido

El Lagrangiano de un sólido rígido puede ser escrito como

L = K ≠ U =
1

2
M |

˙̨
RCM|

2
+

1

2
Ę̂tICMĘ̂ ≠ U =

1

2
Ę̂tIOÕĘ̂ ≠ U,

donde Ę̂ es la velocidad angular del sólido, IOÕ la matriz de inercia calculada c/r

a un punto O
Õ fijo tanto en el sólido como en el espacio y U la energía potencial.

Ángulos de Euler

La velocidad angular de un sólido rígido en un sistema de coordenadas fijo al
cuerpo puede ser escrita en función de los ángulos de Euler ◊, „, Â como:

Ę̂ =

Q

ccca

Ê1
Ê2
Ê3

R

dddb =

Q

ccca

◊̇ cos Â + „̇ sin ◊ sin Â

≠◊̇ sin Â + „̇ sin ◊ cos Â

Â̇ + „̇ cos ◊

R

dddb .

Matrices de rotación

Para pasar de un sistema {êi} a un sistema rotado {êÕ
i} con respecto a {êi}, a

{êi} se le debe aplicar alguna de las siguientes rotaciones:

Rx(◊) =

Q

ccca

1 0 0

0 cos ◊ sin ◊

0 ≠ sin ◊ cos ◊

R

dddb , Ry(◊) =

Q

ccca

cos ◊ 0 ≠ sin ◊

0 1 0

sin ◊ 0 cos ◊

R

dddb ,

Rz(◊) =

Q

ccca

cos ◊ sin ◊ 0

≠ sin ◊ cos ◊ 0

0 0 1

R

dddb
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Auxiliar 4
P1
Si tenemos la velocidad angular de un solido expresada
en un sist . inercial can cord. (: ) , podermos
escribirla en el sist

.

de card. del solido(Eil
haciendo una serie de rotaciones

.

Per ej . para los angulos de Erler hacermos 3 rotaciones
Icon lo que tendriamos una velocidad angular de 3
componentesgenerall

1
. Rotacion de angulo & dra es

is on "" " "*
i

Por lo que la velocidad angular seria la sunna de estas 3 velocidades rotacionales

w = je!+. + yes

donde teneros una combinacion de sist . y querenos que todo este en : )
, pero tenemos que

para pasar de un vector expresado en 1: a escribirlo en (eit haceros

jei) = /- sin SinY -) ocetsosin))good sa )(ee")CosY

O

3 . 2
.

pero solo tenemos Is asi que

cos4 SinYI - sint cop 8) sn)( all
- (oinosine)= sintsin+ sing cospent casee

①cosO

Y para pasar de I a lit seria

(e)-(-it 8) o cessing) (eit
O

3 . 2
.



Pregunta como tal

pero solo tenemos : asi que hacermos

SinYIY cost %))8s8)(0

=(4) = coste . - sinPer
y
Ye
: yaesten (i) asi quejuntando todo

= (cos4 + sintsin)
, +1-EsinY+bsincos4/c+ (I+cos) s

que es la vel . ang .
del solido en el sist. fijo a el .

&

Debido aque nuestro problema tiene multiples rotaciones ,
harermes lo mismo que antes .

Ermpecermos con un sist. inercial fijo que no rota justo en el centro de la Tierra (i)

1. Rotacion deangulo t dra: paraobtener un sist. I :" solidario con la rotacion de la Tierra

I ei)=(-t
sinct

a) (e) "ecost
&t

O i
L -

Re (Rt)
M

2 . Rotacion de angulo & cra es" para que ?
"

apunte en la misma latituden la que se
encuentra el giroscopio 1):

R

Er:

je)=(con sind

allel ecosd
L -

0 Yo
Rz(d)

s. Rotacion de angulo 8 drae""para que e:"aponteenladireccion radial hacia elgirobco-
pio . re

I 1 I Ljeri) = cosa 0-ginger 8 M

~
latitud

0 &
- 8
~??--- Ecuador

R3(8) -9
4. Rotacion de angulo & cra " para que?""apunte en ladireccion del ejedegiro del giroscopio

---10(4) eje Norte
r giroscopio: "-I= (coin, ia 8) e W

e

egCOSX I
& - 0(3)I W &0 3) W ~

3

Ry(x) Jo - ..
:X

r -
↳W 1

!
o(3)

H ve1 V Sur-



5. Rotacion de angulo dra"" para que En este girando de forma solidaria algirogcapio
2 10(4)ocus ez -

e

O ↑I )=18 COSY sini)(e)
r

!"⑦0-sinY -p ②
Rj(Y)

Con to que obtuvioes un metodo para transformar desde distintos sisteras al sist . (i} fijo
al osciloscopio

Notanos que no todos los an ulos tienen associados velocidades (susderivadas son Ol , debidog
a que la posicion del CM estafija en algunpunto de la Tierra . El angulo es un desfasede

longitud del angulo it y 8 es la latitud fija del giroscopio .

La velocidad angular del giroscopio seria

I= I"+ Ie? +R :

que tenermos que escribir en el sist. Solidario al giroscopio : )
, por lo que orparmos las transforma

cionesdefinidas

i = R=(x(o) + R=(Ry(a)(6) + RiCYRy(alRa(s) R- IdlR(re)()
i - sinscosx

- I Isin4 + & /sinssindcosP+ cosssin4 I
&cost +2/-singsinasinP+cos8coS4)

Con esto poderos escribir el Lagrangiano dande I.= Is can I: los momentos de inercia cal
culados e/r a los ejes principales

2 = 1M1+2 w!, donde /Ral= Rohsin's constante

= Ko+ 1 In (4-sinScos + 1 Iz)(asin4 +(sinssinacosP+cosSsin4l)
+ (cos4 +2)-sinssinasin4 +cos8cos4))')

= Kro+ In 4-Rsingcosa)"+ Ec(2+ ~"(cos's-sin'xsing) +22coss)

= Kro+ InlY-Rsinscosa)"+ Iza+ IcR'sin's since t Iz(acoss+22Rcost)

donde podermos considerar el primer y ultimo termino commo la derivada total de

f = (Vio+ IndcosS)+ IcRcoss



por lo que estos termines no afectal la dinamica

- = Inl4-Rsinscosa)"+ 1 It + Ic'sin'sin

Calcularmos las E- 1 :

- 1 =01 = In-singcost) = c

↳ I = In 14-rsingcosa)&sing sinc+ Iza"since sinacosa

·

2 = I=i = )2t)=I

2
. Iz = In 14-singcos) sing sinx + Iz'sin's sinacosa

-CIRsinssinx+Ic"sin8 sinxcost

Notarnes que esta FoM tiene equilibrios en x= 0y ,
sinos centranes en =i haceres una

expansion del estilo
&(t=+ e (t) can lect/1 * t

entances reeplazamdo Sin (n+e) = Sitcost + cost sint=-E

sin(π +e)co(n+E) = -Elege"-sinksine)= E
=> IzE =- (sing . +IzMsin's . E

Es i = / - sing+R'sing]

Adenmas si considerarmos que elgiroscopiogira mucho mas rapido que la Tierra , 14k 121

Cr = In (Y-1sinscosal Ini (constante)

=> i = - Ersinstsing]e ,
dande Ex=> irh

=> + Y In Sing . E = 0
Ez

asi que conseguires un M
.

A
.
S
,
+w.E= 0 que tiene commu equilibrio (estable al ser un M.

A
.
S

. )
t= 0 = a= iqu es que nuestro giroscopio este apuntando,con su eje degiro , hacia elNorte ,
asi quepodemos user to commo brijula .

Sitarannos el equilibrio x= 0 obtendrennes un equilibrio inestable , entances perturbando un poco
elgiroscopio , este tendera al equilibrio estable x=i (apuntar al Nortel


