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P1.- Scattering en pozo de potencial

Una fuerza central usada en física nuclear está descrita por un potencial que tiene la forma de un

pozo de potencial, definido como:

U =

I
0, si r > a

≠U0, si r Æ a.

Muestre que el scattering producido por este potencial en mecánica clásica es idéntico a la refracción

de la luz producida por una esfera de radio a e índice de refracción relativo

n =

Û
E + U0

E
.

Muestre también que la sección eficaz diferencial es

‡(�) =
n2a2

4 cos(�/2)

(n cos(�/2) ≠ 1) (n ≠ cos(�/2))

(1 + n2 ≠ 2n cos(�/2))
2 .

P2.- Scattering para ángulos pequeños - Propuesto

Considere un proceso de scattering donde el parámetro de impacto s es muy grande, por lo que la

partícula scattereada (de masa m1 y velocidad inicial vŒ) sufre solo un leve desvío de su trayectoria

original.

Demuestre que para este caso el (pequeño) ángulo de scattering es

◊1 = ≠ 2s

m1v2
Œ

⁄ Œ

s

dU

dr

drÔ
r2 ≠ s2 ,

resuelva esta integral para el caso U = –/rn
(n > 0) y demuestre que la sección eficaz diferencial es

‡(◊1) =
1

n

C
2


fi�(n/2 + 1/2)

�(n/2)

–

m1v2
Œ

D2/n

◊1
≠2≠2/n
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P3.- Precesión de Mercurio

Considere que el movimiento de una partícula de masa m bajo efecto de un potencial

U(r) = ≠k

r
+

h

r2

es el mismo movimiento como si solo estuviese el potencial de Kepler, pero en un sistema de referencia

que está rotando o precesando alrededor del centro de fuerza (en torno a r = 0).

Para una energía total negativa, muestre que si el potencial adicional es muy pequeño en compa-

ración al potencial de Kepler, la velocidad angular de precesión de una órbita elíptica es

� =
2fimh

l2·
.

Se ha observado que el perihelio de Mercurio precesa a una tasa de 43 arcosegundo por siglo. Mues-

tre que esta precesión puede ser considerada como un efecto clásico (no relativista) si la cantidad

adimensional

÷ =
h

ka

es del orden de 7 ◊ 10
≠8

(la excentricidad de la órbita de Mercurio es e = 0.206 y su periodo es 0.24

años)

Scattering

La sección eficaz diferencial se calcula como

‡(�) =
s

sin(�)

----
ds

d�

---- ,

donde s es el parámetro de impacto y � el ángulo en el que la partícula sale deflectada y que

puede ser expresada como

� = |fi ≠ 2Œ | ,

donde Œ se calcula como

Œ =

⁄ Œ

rm

dr

r2
Ò

2mE
l2 ≠ 2mV (r)

l2 ≠ 1
r2

,

con rm la distancia más cercana de la partícula al centro de fuerza (se calcula con la energía

y tomando ṙ = 0).

Fuerzas centrales

Cuando tenemos únicamente una fuerza central F̨ = F (r)r̂ (o una suma de fuerzas centrales),

para obtener la trayectoria de la partícula, u = u(◊), es útil la ecuación de Binet

d
2u

d◊2 + u = ≠m

l2
d

du
V

5
1

u

6
,

donde V es el potencial asociado a la fuerza central, definido como F̨ (r) = ≠ˆV (r)
ˆr r̂.
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Figure 1

El movimiento de una particula sujeta a un potencial de la forma
Ucr) a a

u =7-... a
0- A >N

-Do

es como el mostrado en la figura, donde sdo hay potencial en la regioncircular naranja.
-Matermaticamente este potencial puede ser descrito por una funcionheaviside

U(r)=-U.O(r-a), donde O(x1 = 40, si x20
1, si x= 0

ycormo la fuerza se calcula camo Ecrl=-DUcri =-aU/fr. 9(x)=20(x)
-

z=a-r
↓
2x

=>F(r) =-zU(r =0. 1(a-r) . OCZ). 1z =
- U.S(z) =- U.8(a-r)

Er Or bE zr

por lo tanto la fuerza central consiste en una fuerza que es 0 entodas partes excepto en un circulo de radio-

r =a donde vale Fcrl=-U.. 0.5, o sea que por el instante en que la particula cruza este circulo esta
esatraida hacia el centro, pero de immediato la fuerza se have 0 dentro de la regionnaranja asi que
la particula es deflectada hacia dentro en r=a y luego signe una linea recta hasta erugar nvevamente
r=a donde es deflectada nuevarmente.

En scattering considerando una sola particula y el centro defuerza fijo en el origen, deseannes wear la
formula



ra) =sinafof Lee. 3.93 Goldstein) 1~ Fuerza
por lo que nuestro objetivo es encontrar s

=S(0), 0 sea te repulsiva

encontrar el (los) parametro de impactos que produce Scr mat7

que la particula sea deflectada un angulo ~
↑
·

D
Debido a que la particula sigue lineas rectas, este problema lo poderos

↓

centro defuera
2hacer a "pura geometria. Pordibujo encentranos que 4 =H/2-B+a ycormo G= 1N-241

(a
>

=>Y =(π- i- 2B+2x1 =12x - 2B) =2(x - B)

eS i - Im
Necesitanos relacionar los angulas con el parametro de impacto s.
Darermos a pensar to que sucede can la particula crando es deflectada

Fig 3
⑰ viendo la fig 4 nuestro problema es similar a

al de la luz siendo refractada en una Region 1

interfa, donde como la fuerza solo es en Es Wi

(ypor un instante), entences hay conservaciondel momentor lineal en la -newz
⑤

direccion perpendicular a , o sea tenemos ~ E I~

-- XEz Uzv--~- -E
pit =P:mesint,=masintz Sinf=, dondewill -

SinOz Fig. 4.
adennascomo la fuerza es central, la energia total se conserva E.=E.

-) Imz!+U=mr+*U1+m(U-U2) =since

sinz

donde identificamos el indice de refraccion n =1 +m2 (U-U), donde en nuestro caso Un=0, Uc=-U. y

E =me?=Ame=> n=1ma=Ete

En nuestro problema identificanos &,=a y Gi
=B, asi que tenemos

sint,-sin(x) = sinx =n

sinc sin(B) sin(x-4/2)

-sin(x-4(2) = sinxcos(812)
- cosasin (412) =cos(412) - cotanx sin (812) =1
Sinx n

Tambien tenemos que s=a.sinx => S: asin'x=aacosa => cosx=V 1-5a

->cost 11-5= VaY-1 => COS(412) - Vals-1 sin (412) =1=

Sinx s/a n



toca despejar s en funcionde

=>(cos(412) - 1)sir + 1 =(4/2)

-1

1 + 1=((cos(412) - f)a:sin(a/2) q I

=(205(*/2)-2cos(2a1/n+1/n2 + sina/2)]
asin"/2)

- asinkz) - ansin"(4(2)

1/2- 220s(0121/n +1 1-2ncos(4/2) + n=

con to que encentrannos nuestra relacion = s(4). Derivando era

ansina("a) 1-2ncos(a2 +n
-an(1-2ncos(ax) +nY" (sin(012) cos(412)(1-2ncos(ax2) +n) =n.sinaK)]2 an sin (412) (1-2ncos(4/2) +n2)"

=

an (cos(OK)-ncos(aK) +n'cos(aI2-n(1-2ncos(4/2) +n")"

por lo que la seccion efica de scattering serva

ansin(4/2) 1 an (cos10K1-ncos(aK) + ncos(AIz) -n Iral=sincal/da)(1-ancos(as) +n)" sin (a) a (1-2ncos(4/2) +n")"

-
an (n.cos(412) - 1) (n-cos(4/2))

4 COS(*/2) (1-2ncos(412) + n22

con to que demostranos to pedido

* Tenermos que la particula entray sale can angulo a ligual),ya que los angulos internos son B liguales)
al former parte de un triangulo isceles, entances cuando la particula sale del circulo es to mismo
como si la particulasaliese del medio I can unangulo y por ende sale almedio 1 can

angulox
a a

i
Region 1 Region 1 7

Entra al circulo &

3

Wi

S - Sale del circulo-=> on⑤

Region 2
⑤

Region 2
~ E -- I

~ - YE v-
XB /v- ~ B ~.. X- -
E

-



 P3
Primero analicermos el caso can solo potencial de Kepler, Uri=-k/r=-k., reeplazendo en la
ec. de Binet

dis +x=-m-ku]> de +x= me
dO e

que tiene cormosal. U(E) =Mn(0) +410)
=Acos(t-or +mk, dandet. es el angulo inicial (t=0=0.

mismo u (misror(Ma ~ S
Donde natarmos que el es periodicaent (porlotemto rid tambien)

L

-
-.

⑬ en particular in vuelve a su valor inicial (crando =b.) Lego
A

uk
-. de haber avenzando hit, M(21+80) =H(8.1.
M

E

V I Ahora, siagregarios el potencial hirla ec. de Binet queda
-& ! O commo

2π

Fig 1. dis +x=-m-buthur] d+(1+ 2mh)e= medO

-> d +win= unk => MCG1 =B00s(W. (t-0.1) + mik · conwo= 1+arminI e

donde tiene una forma mry parecida, pero ahora si immponermos que u(02) =UCt. para algint:
lantes !=0.+25) necesitarmos impener que ua

-Fig 1

W. (0-0) = 2H =O'-0r =2H = 2i (1)

⑧ ⑤ 2

2

Wo V1+Zuhll -2.----
porenunciado nas dicen que considereros que el movimiento & " >O

-deMercuriocomes:siguieseOrbitasdipaspergearmealredeter
I

2i *!12.4
p

V1+mhe2

del origen (donde r
=0, o sea uno de las focos de la orbital, asi que 2π

podermos considerar un "shift".T cormo (verfigz.) Fig 2.

Oz-t =0.0.-RT =21-RT (2), conteperiodo T=25/w.

Porenunciado no dicen que considerenos h1 => Zmhle1 asi que hagares un Taylor

v =EvI* =1-x +0 =1 -

2
=1- me

asiquejuntando (i) y (2):21-h+=
2i =>r =2π(1 - (1 -mn)) =arV1+ Zanh Il



Ahora,a encontramos que podermas describir el nor de Mercurio como una orbila eliptica normal, pero que
esta rotando con velocidad angular (constantel,adenas sabernos que para una orbita planetaria
eliptica (bajo potencialde Kepler) su excentricidad se escribe canno

Mercurio e =V1-eYrka, donde a es el sermieje mayor
-30

t=0

7
Mercurio

r(02)roo
reeplazando en = a= 2iak - 2π1

d⑪ A

=>I
=

mka(1-e")

Takale-e) T(1-e

1 A =>

y =i(1 - e)
Soh X 2πRe

Roco
donde nos dicenque la precession de Mercurio es de 43 (arcsec. (100yr)-"]

ques en radiomes es R=2.1.10 rad.yr", adermas no dicenque e=0.206y r
=0.2yr

=>

y
=0.24 Lyr] 2.1.10"(rad.yr-"] (1-(0.20612). 1 =7.6.108

2A [rad]




