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P1.- Descarga de condensador:

a) Para esta pregunta usaremos la ley de Ampere, la cual nos dice (en su forma integral y diferencial):

yﬁﬁ.df://ﬁ dS+/D dS ; VxH= Jf+aD
c s ot

Donde J_} es la densidad de corriente libre y D es el vector desplazamiento. Estas expresiones nos
dicen que un campo magnético es generado por un transporte de cargas (de ahi el término asociado
a J_}) o bien por un flujo de campo eléctrico que varia en el tiempo (de ahi el término asociado a 5)
En ausencia de magentizaciéon se tiene que B = ,uoﬁ , y entonces las expresiones anteriores quedan
como:

= o > = 0 - oD
¢B~dl:,u,0//Jf-dS+uo/D-dS ; VxB= ,quf—i-uo
Usamos como origen la placa inferior del condensador, y nos separamos en los casos dentro del
condensador (z € [0, h]) y fuera del condensador (z € (—o0,0) U (h, 00)).

1) Fuera del condensador:
Conceptualmente se sabe que el campo eléctrico generado por el condensador es cero en todo el
espacio, excepto entre las placas, por lo tanto en este caso E = D = 0. Eso reduce el problema
en esta zona al de un campo magnético generado por un cable por el cual va una corriente (libre)

I = I (1 — e_)‘%), entonces podemos usar sin ningin problema la ley de Ampére en su forma
integral:

%E‘dz‘:,u,off
C

Usamos como curva C una circunferencia de radio r centrada en el cable, tal como se muestra
en la siguiente imagen:

Con esto se tiene que dl = rd@é, donde 0 € [0,27). Por otro lado, por regla de la mano derecha
podemos notar que B = B(r,t)f, y entonces:
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2
= / B(T)e . Td@é = polo (1 — 67)‘215) = 27TTB(’I”) = poloy (1 — 6*)‘2’5)
0

. I A
= B(r,t)= Zgr: (1 - e_)‘Qt) 0 ; z€(—00,0)U(h,00), re(0,00) (1)

11) Dentro del condensador:

En la zona dentro del condensador no hay ninguna corriente (porque el material dieléctrico no
es conductor), por lo tanto se podria pensar que el campo magnético es cero. Sin embargo, como
estamos dentro del condensador el campo eléctrico (y por lo tanto 13) es distinto de cero, y
éste apunta desde la placa inferior (carga positiva) hacia la placa superior (carga negativa)!, y
entonces por ley de Ampere se sabe que aparece un campo magnético producto de un flujo de
campo desplazamiento que varia en el tiempo.

Ahora, para encontrar D en el espacio entre las placas primero se debe usar la ley de Gauss para
encontrar el campo desplazamiento ﬁp producido por una sola placa, es decir:

yﬁﬁp.dﬁzq;f
S

Donde Q¢ es la carga (libre) encerrada por la superficie cerrada S. Para calcular el vector
desplazamiento para cada una de las placas usamos como superficie gaussiana un cilindro que
la atraviesa (andlogo a lo que se hace en el caso del campo eléctrico), tal como se muestra en la
siguiente imagen:

1 E—

< _ e —
=
=" B E——

En este caso la carga encerrada (en gris) es un disco. Asumiendo que nuestra placa tiene una
densidad de carga libre o, y que la seccién transversal de nuestro cilindro gaussiano es A, enton-
ces @y = 0A. Ahora, al ser una placa asumimos que el campo desplazamiento es perpendicular
a ésta, y por lo tanto el campo ﬁp atraviesa las dos tapas del cilindro, con lo cual el flujo es a
través de un area 2A. Reemplazando todo esto en la ley de Gauss se tiene que:

ygﬁp-dg:Qf = 2AD,=0A = Dp:%
s

Ahora, sean 55 y 52 el vector desplazamiento de la placa superior e inferior, respectivamente.
Como la placa inferior tiene carga positiva usamos o; = o, mientras que para la placa superior,
al tener la misma carga pero con signo negativo, usamos o; = —o. Por otro lado, el vector
desplazamiento apunta en Z para la placa inferior y en —Z para la placa inferior. Entonces,
reemplazando todo se tendra el siguiente vector desplazamiento generado por cada placa en el
espacio entre las placas:

!Para entender por qué las placas tienen cargas de ese signo debemos notar el sentido de la corriente I(t). Esta va desde —oo
hacia la placa inferior, la cual comienza a acumular carga, mientras que en el resto del cable la corriente va desde la placa superior
hacia oo, con lo cual se le quita carga positiva a la placa superior, quedando con una carga neta negativa.
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- o -, o
Di=—=-%2 ; Dg=——(-3%
Al cancelarse los signos notamos que ﬁl = 55. Ahora, por superposiciéon el vector desplazamiento

entre las placas serd la suma de estos dos términos, y entonces:

D=D;+Ds = D=0

Por otro lado, si asumimos? que la carga en una de las placas es Q(t), y sabiendo que el 4rea de
esa placa es WR%, podemos escribir el vector desplazamiento como:

— t
5o Q.
TR
Notamos que D es uniforme en el espacio entre las placas. Ahora que encontramos 5, podemos
usar la ley de Ampere para calcular el campo magnético generado por la variaciéon temporal del

flujo de 5, es decir:
75 Bodi'= o // D.d§
dl = py— .
c ot JJs

Como D = DZ, entonces la superficie S' a través de la cual se calcula el flujo es un circulo de
radio r paralelo a las placas, y entonces dS = rdrdfz. Por otro lado nuestra curva C es una
circunferencia de radio 7, y entonces dl’ = rdfd. Ahora, es importante entender que el flujo
aumentard a medida que aumenta r, hasta el punto en que r > Ry, donde da lo mismo qué tan
grande sea r, el flujo no cambiara (sera el total de flujo dentro del espacio entre las placas). Esto
se representa esquematicamente en el siguiente dibujo:

Entonces, esta parte del célculo (z € [0, h]) es muy similar al cdlculo del campo magnético dentro
y fuera de un cilindro macizo. Partiendo por r < Ry, tendremos que:

L P L 27 N - ol (" QW)
B-dl = ug— D-d B(r)8 - rdrdf8 = nug— =22 .rdrdf?
yi ,uoat//s S = /0 (r)0 - rdr Moat [/0/0 WR%Z rdrdfz

27 pgr? dQ
= 27mrB(r) = —
() 2rR: dt
Ahora, ya que el cambio en la carga que se acumula en las placas estd asociado directamente a la
corriente eléctrica I(t), la conexién entre estas dos cantidades estd en que I(t) = Cil—?, entonces:

2Sabemos que varia en el tiempo por la corriente I(t).
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Mo’
= B(rt) = 512 I(t)
0

Reemplazando y usando que B= Bé, se tiene que:

— ,u,()I()T' A2\ A
= B(rt) = l—e 6 ; z€l0,h], re(0,R] (2)
21 R} ( )

Ahora, para el caso fuera del condensador (pero en z € [0,h]) el flujo que debemos usar en la
ley de Ampere es el de todo el condensador, con lo cual la integral va desde r =0 ar = Ry, y

entonces:
5= gy [ 545 = [ e varani =y | [ [ L0 rara
B-dl = puy— D-dS = B(r)0 - rdrdfb = pg— Z-rdrdfz
é Moat S 0 ( ) 'uo({“)t 0 0 7TR(2)
2mpo R2 dQ Ho
2rrB(r) = ——— — B(r,t) = —1I(t
= 2mrB(r) 2rR% dt = B(r) 2mr (*)
S o oo N2\ 5 .
= B(r,t)—ﬁ(l e )0 2€[0,h], v € (Ro,00) (3)

Podemos observar que este resultado es idéntico al obtenido para los cables que se contectan al con-

densador. Entonces, juntando nuestros resultados (1), (2) y (3), y resumiendo en una sola expresion,
se tiene que:

B(r. 1) ‘2‘2[},95 (1 - 6_’\2t) 0 : Dentro del condensador.
r,t) = 0 R
% (1 — 67}‘%) 0 ; Fuera del condensador.

Este resultado nos muestra que la intensidad del campo magnético aumenta asintéticamente a lo
largo del tiempo, y la dependencia espacial no cambia con respecto a una corriente constante (en el
caso de los alambres).

Recordando la relacién entre el vector desplazamiento D y el campo eléctrico E , se tiene que:

D=¢E = E=

J 7 Q1)

-D = E(t)= 2

€ ®) emR3

Con esto, hasta ahora podemos decir que el campo eléctrico al interior del condensador es uniforme,
apunta en la direcciéon 2, y depende del tiempo, ya que la carga en las placas cambia en el tiempo.
Asumiendo que inicialmente las placas tenfan una carga de médulo @QQg, entonces:

_dQ e _ ! -\t _ 1 -2t
I—ﬁ: o dQ—/OIO<1—e )dt=>Q(7f)—Qo+Io{t—l—)\2(e —1)]

Entonces, reemplazando en la expresion para E se obtiene finalmente:

—

E(t) =

Q- (%) 1 1
Eﬂ}ggﬁ) 577;)%8 (t + )\26_’\2t) Z ; Dentro del condensador.
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Se puede notar que el campo eléctrico estd compuesto por una parte constante, més una parte que
crece (y diverge) a medida que avanza el tiempo. Este resultado tiene sentido ya que la corriente
I1(t) = I (1 - e_)‘2t) converge a Iy cuando t — 0o, entonces las placas se cargaran indefinidamente,
y como el campo eléctrico es directamente proporcional a la carga, entonces este también aumenta
en magnitud indefinidamente.

Como ninguno de los célculos para encontrar g(r, t) involucraron el tiempo (s6lo para derivar la
carga y dejar todo expresado en funcién de la corriente), entonces podemos simplemente cambiar
Iy (1 - e_/\zt) por Ipsin(wt) en nuestro resultado, y de esa forma:

B (r,) % Sin(wt)é ; Dentro del condensador.
= r = 0 R
7 IL;OTI;-) sin(wt)f ; Fuera del condensador.

Por otro lado, para el cdlculo del campo eléctrico necesitamos integrar la corriente, entonces hacemos
el célculo andlogo a lo que hicimos en la parte b):

dQ Q) t I()
=99 40 = / Tosin(whdt = Q) = Qp+ (1 — cos(wt))
dt Qo 0 w
Entonces:
= |E(t) = [ o fo (1- cos(wt))] 2 ; Dentro del condensador.
enR}  werR3 ’

Notamos que la intensidad de ambos campos oscila de forma armoénica con periodo 207” En cuanto
al sentido hacia el cual apuntan los campos, podemos notar que el campo magnético B cambia su
sentido a lo largo del tiempo en virtud de que es proporcional a sin(wt), una funcién que cambia de
signo constantemente. Por otro lado el cambio de sentido en el campo eléctrico E dependerd de la
carga inicial @y. Tomando en cuenta que la funcién 1 — cos(wt) oscila entre 0 y 2, entonces la carga
Q(t) estard en un rango de valores tal que:

QoSQ(t)SQo-F%

Si queremos que el sentido del campo cambie a lo largo del tiempo entonces necesitamos que Q(t)
oscile entre un valor negativo y un valor positivo, entonces necesitamos que:

21
Qo <0 ; Qo+70>0

Esto nos entrega un rango de valores de la carga inicial Qg para los cuales el sentido del campo
eléctrico también cambia a lo largo del tiempo:

21
——U<Qo<0
w

Cualquier otro valor de la carga @y hara que el campo eléctrico F mantenga su sentido inicial; —2
si la carga Qg es lo suficientemente negativa, 6 Z si la carga Qg es positiva.
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P2.- Motor lineal:

Este tipo de problemas es bastante estandar en el A&mbito de la induccién electromagnética, por lo tanto vale
la pena comentar todos los aspectos fisicos involucrados antes de resolver matematicamente el ejercicio.
Primero, si queremos encontrar la velocidad de un objeto en un instante de tiempo arbitrario, necesitamos
tomar en cuenta todas las fuerzas que estén actuando en este objeto, aplicar la 2da ley de Newton para
encontrar la ecuaciéon de movimiento, y luego integrar esta ecuacién de movimiento hasta llegar a la
cantidad cinemdtica de interés (ya sea la velocidad o la posicién). Tomando en cuenta eso, lo primero que
debemos hacer es identificar las fuerzas que estén actuando sobre la barra.

Primero, ya que la barra es conductora fluird una corriente Iy a través de ella a causa de la diferencia
de potencial V' que se aplica en el circuito. En virtud de esto y del campo magnético By perpendicular a
la barra, aparecera una fuerza F} (fuerza de Lorentz) que tiene como consecuencia un movimiento de la
barra a lo largo de los rieles. Por otro lado, ya que el circuito es cerrado existe un flujo ® que lo atraviesa
asociado al campo magnético By, y si existe una variacién de este flujo magnético a lo largo del tiempo,
entonces la ley de Faraday nos dice que se induce una f.e.m. en el circuito, lo cual induce una corriente
adicional Ig en la barra, ya que es conductora. Existen tres formas principales por las cuales el flujo ® de
campo magnético puede variar a lo largo del tiempo:

1) El flujo ® estd asociado a un campo magnético B(t) que varfa explicitamente en el tiempo.
11) El drea A(t) por la cual el campo magnético fluye varia explicitamente en el tiempo.

111) Tanto el campo magnético B y el drea A son constantes, pero la orientacién relativa entre ambos
elementos cambia con el tiempo (esto pasa, por ejemplo, si el circuito rota).

Como en el caso de este ejercicio el campo magnético es constante y el circuito no cambia su orientacién,
la Unica forma en que puede variar el flujo ¢ de campo magnético es que el area del circuito varie en
el tiempo. En el instante inicial la barra estd en reposo, y cuando activamos la diferencia de potencial
V' aparece la corriente Iy, que combinada con el campo magnético By hace que la barra comience a
desplazarse hacia la derecha®. Este desplazamiento a lo largo de los rieles hace que el area del circuito
cambie, lo que significa que luego del instante inicial se induce una f.e.m., y por lo tanto una corriente
adicional en la barra, la cual debe tomarse en consideracién? al momento de calcular la fuerza que siente
la barra en un tiempo arbitrario y que la mantiene en movimiento a lo largo de los rieles. Dicho esto, la
corriente I que atraviesa la barra estd dada por:

V ¢
I=1 I I=—+ — 4
v+l1ip = R+R ()

En esta dltima expresion € es la f.e.m. inducida en el circuito, la cual se relaciona con el flujo de campo
magnético ® a través de la ley de Faraday:

dd

EZ—E

Usamos un sistema de referencia con ejes cartesianos de tal forma que 7 apunta hacia la derecha en la
figura del enunciado, 7 apunta hacia dentro de la pagina, y k£ apunta hacia arriba paralelo a la pagina. Por

3Esto puede inferirse a partir de la expresién F = q(v x é) tomando en cuenta que ¥ va en J y Ben k.

4Para simplificar el desarrollo del ejercicio estamos ignorando el flujo del campo magnético que generan los cables del circuito, y
estamos ignorando la f.e.m. de movimiento que se produce entre los extremos de la barra conductora por el movimiento horizontal
de esta.
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otro lado ubicamos el origen de tal forma que la posicién x = 0 corresponde a la posicién horizontal inicial
de la barra, e y = 0 corresponde a la altura del extremo inferior de esta. Con esto se tiene que B= Bol;‘,
y como el area que forma el circuito es paralela al plano XY usamos ds = dxdyl% para el diferencial de
area para el calculo del flujo, entonces:

L T L T
P = // B-dS = / / (Bok) - dedyk = / / Bodxdy = & = BgLx
A 0 0 0 0

Con esto podemos calcular la derivada temporal del flujo ®, y usando & = v como la velocidad de la barra
en un instante arbitrario tendremos que:

d
e = *@ (B(]Ll‘) = —BygLt = €= —ByLv
Reemplazando este resultado en la expresién (4) tendremos la corriente total que pasa a través de la barra

conductora en un instante de tiempo arbitrario:

V. Bylw

=1 7 R (5)

Ahora, con esta corriente podemos calcular la fuerza de Lorentz que la barra siente como consecuencia

del campo magnético Byk. Usando ar = dyj e integrando desde el extremo inferior al extremo superior
de la barra (asumiendo que la corriente fluye en sentido antihorario) se tiene lo siguiente:

F;—/Fldé'xé = F‘,—/OLI(dyj)x(Bolfg)

Como la corriente I no depende de la coordenada y, entonces puede salir de la integral (junto con By), y
al reemplazarla por la expresion encontrada en (5) se tiene lo siguiente:

L 212
. .~ (VB B2L%)\.
Fl:IBO/ dyz':>Fl:< 0% _ 2o ”)i
0

R R

Esta fuerza corresponde a la fuerza que la barra siente producto de la interacciéon con el campo magnético.
La otra fuerza que actia sobre la barra corresponde a la tensién de la cuerda, la cual se relaciona a la
vez con el peso del bloque de masa m que cuelga del otro extremo. Si usamos Fr para la magnitud de la
tensién en la cuerda, al aplicar la 2da ley de Newton a la barra® se tiene lo siguiente:

M@ = Foeta = Mii = —Fri+ i = = = — Fr=Mp (6)

o . (VBOL BSL%) . VByL B3L*

- P = —
En la dltima expresién se us6é que & = © es la aceleracién de la barra a lo largo del eje horizontal. Ahora,
va que la tensién no es un dato requerimos de otra ecuacién para completar nuestro sistema de ecuaciones
y poder despejar v, la cual se obtiene a partir de la 2da ley de Newton, pero esta vez aplicada al bloque
de masa m. Ya que este bloque esté colgando s6lo debemos considerar la tensién de la cuerda (que en este
caso es positiva) y el peso —mg del bloque, y ya que la cuerda siempre permanece tensa requerimos que

5La barra siente otras fuerzas més, como su peso y fuerzas de contacto con los cables en los cuales se apoya, sin embargo, como
estas fuerzas no afectan a la dindmica en el eje horizontal, no las estamos considerando.



Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

tanto el bloque como la barra tengan la misma aceleracién, es decir, & = v. Entonces, si aplicamos la 2da
ley de Newton al bloque que cuelga se tiene lo siguiente:

Fr—mg=mi = Fr—mg=muv (7)

Entonces, con las expresiones (6) y (7) podemos armar un sistema de ecuaciones para despejar las incégni-
tas Fp y 0. Primero, a partir de la expresion asociada al bloque podemos despejar la magnitud de la
tension:

= Fr=mv+mg

Ahora, reemplazando esto en la expresién (6) seremos capaces de encontrar una EDO para v:

VBoL B2L2v
R R

B3L? ~ VBoL mg
(M+m)R'_ (M+m)R M+m

—mv—mg=Mv = v+

Esta EDO corresponde a una ecuacién diferencial lineal no homogénea de primer orden. Para resolver este
tipo de ecuaciones diferenciales recordamos que la solucién general v(t) puede escribirse como una suma
entre la solucién vy, (t) de la EDO homogénea, mas otra solucién particular® v,(t) especifica que cumpla
la EDO mostrada anteriormente. La EDO homogénea corresponde a la misma ecuacién diferencial, pero
tomando el lado derecho igual a cero, entonces:

B3L?

Up + ———=vp =0
h (M +m)R h
La solucién de esta EDO corresponde a una funcién exponencial cuyo exponente es el negativo de la

constante que acompana a v. Entonces:

_ BL? .
= op(t) = voe MI+mR
Para la solucién particular vp, ya que la EDO es de primer orden y el lado derecho es solamente una cons-
tante, la soluciéon particular también serd una constante, de tal forma que 7, = 0. Entonces, reemplazando
en la EDO y despejando:

- BZL? VByL mg BZL? VByL mg
v — Uy = — Ve = —
PP (M+m)R*? (M+m)R M+m (M+m)R?  (M+m)R M+m
V mgR
T T B B

Entonces, como v(t) = vp, + v, se tiene que:

__Br? \%4 mgR
t) = (M+m)R - J
v(t) = voe "B T B2

SEsta parte es la complicada, pero para los casos en donde la expresién del lado derecho es una constante, la solucién particular
es sencilla de obtener.
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Para encotrar la constante vy usamos la condicién inicial de que la barra parte del reposo, por lo tanto
v(0) =0, y asi:

\%4 mgR - V ng)
=0 = vy = (BOL B(Z)LQ

Finalmente, al reemplazar esta constante en la solucién para v(t) y reagrupando tendremos una expresion
para la velocidad de la barra en un instante arbitrario:

V mgR __BgL? %4 mgR \% mgR __Bgr?
)= — [ — — L~ (M+m)R _ )= — — =2~ 1— (M+m)R
v(t) (BOL BgL2> ¢ Y 5r e o |0 (BOL B§L2> ¢

Podemos notar que la barra siempre avanza en el mismo sentido (la velocidad jamés cambia de signo),
sin embargo, podemos ver que la velocidad aumenta asintéticamente hasta un valor terminal. Esto tiene
sentido, ya que al ir aumentando el area del circuito aumentara el flujo de campo magnético, por lo tanto
su derivada serd positiva e ird aumentando de magnitud. Tomando en cuenta eso, ya que la f.e.m. inducida
es proporcional al negativo de este cambio (y la corriente Ip es proporcional a esta f.e.m.), la corriente
que aparece por el flujo de campo magnético aumenta hasta oponerse lo suficiente al efecto generado por
la corriente de la fuente de poder, lo que permite alcanzar un equilibrio de fuerzas (tomando en cuenta
que también existe la tensién). Como se alcanza un equilibrio de fuerzas (aceleracién nula), pero en ese
punto ya se tiene una velocidad, se alcanza el régimen de velocidad terminal.



