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P1.- Tubo con corriente no uniforme:
Para encontrar densidades de corriente J en el espacio a partir del campo magnético B que hay en este,

usamos la ley de Ampere en su forma diferencial®:
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En este caso se tiene B expresado en coordenadas cilindricas, donde este sélo tiene componente en ¢,

entonces:
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Como By sélo depende de p, entonces a—z‘” = 0, con lo cual la componente asociada a p es cero, y asi:
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Reemplazando esto en la ley de Ampeére diferencial mostrada en (1) se tiene que:

2
— p A~
= J(p)_J0<1—a2)k

Esta expresién nos dice que mientras mas nos alejamos del centro del cilindro, la cantidad de cargas que
fluyen a lo largo de este disminuye, hasta hacerse cero en el borde de la tuberia (es decir, en p = a). Ahora,
para encontrar la intensidad de corriente I integrar la densidad de corriente que acabamos de encontrar:

I://f-d§
S

1Esta ley de Ampere es s6lo valida para el caso de electrostatica y magnetostética. Si existen campos que varien en el tiempo,

se debe agregar el término Mo@ al lado derecho de la expresion.
ot
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En esta expresion dS es el diferencial de superficie asociado a un corte transversal de la tuberia. En este
caso esta superficie es un disco de radio a, y entonces dS = pdodpk, con p € [0,a] y ¢ € [0,27). Entonces:

a 2w p2 R R a p3
1= / / Jo <1 — 2) k- (pdodpk) = 27TJ0/ ( — 2) dp
0 Jo a 0 a

@ 1 e a? 1 a* 1
I =2mJ dp — — 3dp) =2 =% I = —na2
= 7r0</0pp az/o,o p) 7TJ0<2 a24>:> 27mJ0

Por ultimo, con este resultado podemos calcular el campo magnético en los puntos fuera del espacio usando
la ley de Ampere en su forma integral:

?{ g ’ dF: o Lent (2)
r

Esta expresion nos dice que la integral de linea del campo magnético Balo largo de una curva cerrada I'
es igual a la permeabilidad magnética del vacio multiplicada por la corriente Io, que esta siendo enlazada
por la curva (es decir, la corriente que atraviesa el area encerrada por la curva I'). Esta expresion es ttil
para encontrar la corriente asociada a un campo magnético, o en el caso de ciertas simetrias también
puede usarse para encontrar el campo magnético a partir de la corriente que enlaza una curva conveniente
I". En este tltimo caso, para encontrar la curva més conveniente a utilizar en la integral debemos entender
de manera cualitativa qué forma tiene el campo magnético en nuestro sistema a partir del sentido de
la corriente y la regla de la mano derecha. Esta regla nos dice que en el caso de una corriente a través
de un alambre recto, el campo magnético generado forma circunferencias cuyo centro es el alambre, y
si alineamos el pulgar de nuestra mano derecha con la direccién y sentido en la cual fluye la corriente,
entonces el sentido del campo magnético sobre estas circunferencias estard dado por el sentido de rotacion
del resto de nuestros dedos, tal como se muestra en la siguiente figura:

En este caso especifico, ya que la corriente fluye paralela a k en todo el cilindro, la regla de la mano
derecha nos dice que el campo magnético forma circunferencias paralelas al plano XY en el espacio,
donde la intensidad del campo magnético en dicha circunferencia depende del radio de esta. En otras
palabras, para este tipo de configuraciones se tiene que B = B(p)ngS, y entonces si queremos aplicar la
ley de Ampere para encontrar el campo magnético, el camino I' conveniente que debemos utilizar es una
circunferencia de radio p, con lo cual ar = pdgqu, con ¢ € [0,27), ya que debe ser una curva cerrada.
Reemplazando esto en el lado izquierdo de la expresion (2) se tiene lo siguiente:

2

— — 2m ~ A — —
75 Bdi= / (B(p)d) - (pdod) = [ pB(p)dp = f B di = 2mpB(p)
T 0 T

Ahora, si consideramos una circunferencia I' cuyo radio p sea mayor al radio del cilindro, la corriente gy
enlazada por esta curva corresponde a la corriente que atraviesa una seccién transversal del cilindro
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infinito, es decir, Iy = %TFCLQJ(). Entonces, reemplazando esto y el resultado anterior en la ley de Ampere
(2) se tiene que:

2 2
poaJo 5 poa~Jo 4
1 (p) 1 ¢

L 1
?gB ~dl = ppleyy = 2mpB(p) = §uo7ra2J0 = B(p)

Podemos notar que el resultado es el mismo que para un cable infinito con una corriente I = %71’(12J0, lo
cual es consecuencia de que cualquier alambre infinito con una densidad de corriente paralela a este se
vera como un alambre con una corriente uniforme I si nos alejamos lo suficiente. Al graficar la intensidad
del campo magnético en todo el espacio usando py = 47 - 107 T'Tm, a=00lmyJy=10"% % se obtiene

lo siguiente:
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P2.- Cilindro magnético:

a) La magnetizacién corresponde a una propiedad de los materiales que caracteriza como estos perci-
ben y producen campos magnéticos. La magnetizaciéon aparece ya que cada electrén en el material
se comporta como un pequeno iman (dipolo magnético), el cual puede modelarse como un loop de
corriente?. En condiciones especiales estos loops no se cancelan del todo, generando lo que se conocen
como corrientes de magnetizacion. El fenémeno se ilustra en el siguiente dibujo, donde los puntos azu-
les representan las particulas que componen al material magnetizado (en este caso la magnetizacién
sale de la pantalla) y que se modelan como loops de corriente:

Nl W

\ | &
-J, \Jf—f A

|\J .T‘LA<F
.E.

—s Vb5V

Notamos que las componentes de la corriente que estan justo en la superficie del material crean
una corriente superficial caracterizada por una densidad superficial de corriente K p, Mmientras que las
componentes en el interior pueden o no cancelarse de forma exacta, y cuando no lo hacen aparecen
corrientes en el volumen (flechas verdes) caracterizadas por una densidad volumétrica de corriente
J,. Estas densidades de corriente pueden calcularse en funcién de la magnetizacién a través de las
siguientes expresiones, donde 7 es el vector unitario perpendicular a la superficie del material:

Ky=Mxn ; J,=VxM
Para el caso de nuestro ejercicio se tiene M = Mjyi, y como estamos trabajando con un cilindro,
en coordenadas cilindricas se tendra que 7 = p (vector normal a la superficie del cilindro infinito).

Escribiendo p en coordenadas cartesianas, y desarrollando el producto cruz, seremos capaces de
encontrar Kjp:

Ky = M x = Myi x (cos(¢)% T sin(¢)3) = Mysin(¢) (% x j) = | K, = Mysin(¢)k

Por otro lado, la densidad volumétrica de corriente estd dada por el rotor de la magnetizacion M,
sin embargo, como esta es uniforme, entonces al calcular su rotor estamos derivando una constante,
de tal forma que:

VxM=0 = fb:ﬁ

Analicemos estos resultados. Primero, como la magnetizacién esta en 7, entonces al hacer un corte
longitudinal en el cilindro (tal que se muestra el plano YZ) los loops que representan a los pequenos
dipolos magnéticos que conforman el material se veran como en el dibujo de la pagina siguiente.
Notamos que la corriente resultante en los bordes es paralela a la superficie, es dec1r va en la
direccién k‘ mientras que el sentido de la corriente concuerda con lo encontrado para Kb (las paredes
derecha e izquierda estén caracterizadas por § = w/2 y 6 = 37/2, respectivamente).

2Como los electrones estan orbitando al 4tomo, hay una corriente asociada, pero en general se cancela con algin otro electrén
orbitando en sentido contrario. Sin embargo el electrén también tiene un momento angular intrinseco (spin) que explica el hecho de
que cada electrén en si es también un pequefio imén.
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Finalmente, como la magnetizacién es uniforme, las flechas asociadas a los loops de cada particula
del material son del mismo tamano, con lo cual las flechas en el volumen se cancelan de forma exacta

con sus vecinas, lo que explica que no existan corrientes volumétricas>.
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b) Las corrientes que se inducen por magnetizacién generan campos magnéticos, sin embargo, es impor-
tante tomar en cuenta que la forma en que calculamos el campo magnético a partir de estas corrientes
no puede ser cualquiera. Separaremos la corriente en dos grupos segtin su origen:

1) Corrientes libres: Corresponden a aquellas que son inducidas por un transporte real de cargas,
por ejemplo, al conectar una bateria, y estin asociadas a densidades K ry J; [

11) Corrientes ligadas?*: Corresponden a aquellas que son inducidas por la magnetizacion del ma-

terial, es decir, las corrientes asociadas a Ky y Jp.

Tomando en cuenta esto, se tienen las siguientes expresiones que relacionan las corrientes libres y los
campos:

A=YB-5 . vxd=J ; foiai= [ J;-as
Mo C S

Es importante notar que la ley de Ampere asociada al campo H s6lo es valida si usamos la densidad de
corriente libre, y por lo tanto jamas debemos usar la ley de Ampére calculando la corriente
a partir de densidades de corriente ligada, sino que debemos aplicar directamente ley de Biot-
Savart para calcular el campo generado por estas corrientes ligadas.

En este caso sélo tenemos densidad superficial de corriente I?b, por lo tanto debemos aplicar la ley
de Biot-Savart para el caso de densidad superficial:

L
gzﬂo//wdg
4m |7 — 7|

Como queremos el campo en cualquier punto del eje de nuestro cilindro, entonces ¥ = zl%, donde z es
la altura a la cual calculamos el campo. Por otro lado, ¥ = Rp + z’'k, y como estamos en el manto
de un cilindro con radio constante, entonces dS = Rd¢dz’, con ¢ € [0,27) y 2’ € (—o0, 00).

3Este resultado es general; si la magnetizacién es uniforme, no hay densidad de corriente volumétrica.
4Se dicen “ligadas” porque corresponden a corrientes generadas por cargas que realmente no se desplazan de su dtomo de origen
(permanecen ligadas), pero cuyo efecto colectivo es una corriente.
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Entonces, reemplazando en la integral y desarrollando:

/ /27r M sin( (—R,[) + (2 — z’)l%) Rdgds
RQ +( /)2)%

Primero, con el producto cruz desaparece el término del numerador que estd en k, entonces:

. 2 27 sin(¢ l;:x,f) 2 2m 2
N B:—“OMOR / / >3d¢dz’ ﬂoMOR / / SO0 s
(R2+ (2 —2)?)2 (R + (2 — #/)2)2

Notamos que el numerador sélo depende de ¢, mientras que el denominador sélo depende de 2/,
entonces podemos separar las integrales:

- B= _W (/O:o (R? + (:l,Z/_ Z/)2)§> </o27r Sin(@édgb)

Para la integral en 2’ hacemos el cambio de variable u = z — 2/, con lo cual dz’ = —du y los limites
se relacionan como:

2= —00 = u—o00 ; Z—a00 = u——0

Entonces:

('.Q

o) dZ/ /700 / /
= — —_—mmm :> = —=
[oo (R 4 (2 — 2/)2)2 i~ (R2 +u2)? R2+u2 : oo (R2 4 (2 — 2)2): 2

Por otro lado, para integrar con respecto al angulo debemos escribir ¢ en la base cartesiana:

/027r sin(¢)pde = /027r sin(¢) (— sin(@)7 + cos(¢)§') dp = —i /027r sin?(¢)do + j /027r sin(¢) cos(¢)deo

2T
= / sm =7

Entonces, reemplazando los resultados de las integrales en la expresién para é, tendremos que:

= poMyR? - = Mo
= B=- 040 (R2>(—m'> = B:MO2 0;
™

Con lo cual se obtiene el campo magnético en el eje del cilindro magnetizado.
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P3.- Alambre en medio magnético:

a) Ya que se tiene simetria axial, y ya que estamos en presencia de un medio material magnético,
debemos usar la ley de Ampere para la intensidad magnética H:

f H-di'=1"
1N
(1

En esta expresion la corriente I es la corriente libre enlazada por la curva I', y por lo tanto, si
existen corrientes de magnetizacion, no deben afnadirse en esta parte. Ya que se tiene simetria axial
podemos inferir que H=H (p)(;AS, donde p es la distancia radial medida desde el eje de simetria
del alambre (el cual es paralelo a %), y qZA) es el vector unitario azimutal de coordenadas cilindricas.
Tomando en cuenta eso, usamos como curva I' una circunferencia de radio p, por lo tanto ar = pdqﬁqg,
donde ¢ € [0,27), y entonces:

21
j'{ id-ai=1% = / 6) - (pdgd) = IS} = 2mpH(p) = I{)
I(f)l ) o
_ ‘enl — “enl
= H(p)—%p = H(p) =570

(f)

Para finalizar el cdlculo de H necesitamos la corriente enlazada I onp» 12 cual serd distinta si conside-
ramos los casos p < Ry p > R. Para p < R la curva I estard encerrando el area 7p? de un disco
de radio p, y por esta area sélo fluye una fraccién del total de corriente que fluye por el cilindro de

radio R. Como la densidad de corriente Jy es uniforme, entonces I e(n)l =

Jomp?, y asi:

—

Jomp? - - 1 n
H(p) = 27 ¢ = H(p)=5dpp ; p<R

Para p > R, independiente del valor de p la corriente que atravesara el drea del disco encerrado por

la curva I' siempre serd la corriente total que fluye por el circuito, la cual serd I éfl)l = JorR?, donde
wR? es el drea de un corte transversal del cilindro. Reemplazando esto en la expresién para H se
tiene que:

ﬁ JorR? - » JoR? -
Hp)="2—"¢ = Hp)="2"6; p>R

2mp

En resumen, el campo intensidad magnética en todo el espacio es el siguiente:

. sJopd 5 p<R
H<p):{J0R¢ . ,0>R

Ahora, usando H v la susceptibilidad magnética y tenemos las siguientes expresiones para el campo
magnético B y la magnetizacién M:

B=p(l+x)H ; M=xH
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Como el material magnético estd envolviendo al cilindro, la susceptibilidad magnética sera cero para

p < R,y x para p > R, entonces:
1 2 3
= sodopd 5 p<R - 0 ; p<R
B(p) = > R . | M(p) = R
2 { 7”0(1?2‘]0}%2 ¢ ; p>R () { XPIEG p> R

b) Si 7 es el vector unitario perpendicular a la superficie del material magnético (apuntando hacia afuera
de este), las densidades de corriente de magnetizacién pueden calcularse de la siguiente forma:

Ky=M x Jy =V x M
Para la densidad superficial I?b se tiene que 1 = —p, se evalia esta cantidad en el borde p = R, y se
debe usar la expresiéon de M valida para p > R, entonces:
> xJoR? - . - 1 .
Ky, = X (—=p) = |Kpy==xJR
b < ¥ ¢ | x(=p) b= 5XxJoli2
Para la densidad volumétrica j(; usamos el rotor en coordenadas cilindricas, y se debe usar la expresién
de M valida para p > R, entonces:
o pp k poopp k poopd
j-v Fotlb O Y A G AR R ]
b=V XM==15 85 9z ;8,0 0 72| = b—;ap 99 9z
0 pXPI 0 0 XBE

PIM, pM, M.

Como todas las componentes que aparecen en la tltima fila del determinante son constantes, todas

las derivadas seran cero, y por lo tanto:
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