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P1.- Circuito RC (I):

El objetivo de esta pregunta es estudiar el comportamiento de los condensadores en un circuito para los
dos casos extremos, es decir, para el caso en donde recién se prende el circuito (t = 0) y para el caso en
donde el circuito lleva prendido una gran cantidad de tiempo (¢t — c0).

Partiremos por el caso t = 0. Si asumimos que los condensadores estan descargados antes de prender la
fuente de poder, en el preciso instante de activar la bateria la carga en cada condensador es nula, y por
la relacion @Q = CV, eso implica que en el instante t = 0 la diferencia de potencial entre las placas de
cada condensador es nula. Esto puede interpretarse como que, en el instante inicial, los condensadores son
como un cable comun y corriente, de tal forma que el circuito en ese instante se puede modelar como el
siguiente circuito:

Tomando en cuenta eso, para encontrar la corriente I que circula por la bateria en ¢ = 0 podemos asociar
todas las resistencias en una resistencia equivalente, y luego aplicar la ley de Ohm Vj = I Req. Recordemos
que cuando tenemos N resistencias conectadas en serie, estas son equivalentes a una nueva resistencia
cuyo valor es la suma de las resistencias individuales, es decir:

N
R(serle) — Rl -+ R2 —+ ,..RN = Rgzerle) = Z R'L

eq
=1

Por otro lado, cuando se tiene N resistencias conectadas en paralelo, estas son equivalentes a una nueva
resistencia cuyo valor corresponde al inverso de la suma del inverso de cada resistencia, es decir:

-1

R(paralelo) _ <1 + i 4 + 1)_1 N R(paralelo) _ i\[:i
e Ri "Ry 7" Ry « = R



Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

Podemos notar que hay dos resistencias en serie, en cuyo caso la resistencia equivalente corresponde a la
suma de las resistencias individuales:

Vo — 2R§

Luego de eso tenemos tres resistencias en paralelo, entonces obtenemos un circuito como el siguiente:

El valor de la resistencia equivalente Rqq se calcula con la expresién de la pagina anterior:
11 1\t 5\°! 2
Ryg=|5+5+5 === = Req=-R
« <2R+R+R) <2R> “ 5

Entonces, usando la resistencia equivalente y la ley de Ohm, podremos encontrar la corriente que pasa
por la bateria en t = 0:

Vo
Req

_ 5%
2R

Vo=1IReq = I=

I(t =0)

Ahora, para t — oo se puede asumir que los condensadores en el circuito estdn completamente cargados,
de tal forma que la corriente que pasa por ellos es nula. Esto es conveniente, ya que después de un tiempo
muy largo podemos reemplazar cada uno de los condensadores en el circuito por un cable abierto, tal
como se representa a continuaciéon:
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Tomando en cuenta eso, las tinicas resistencias por las cuales circula corriente son las que estan conectadas
en serie, por lo tanto en este caso la resistencia equivalente del circuito completo seria la suma de las dos
resistencias individuales, es decir, Req = 2R, y entonces a partir de la ley de Ohm:

Vo
It .
R |07 =g

Comparando los dos resultados, podemos intuir que si medimos la diferencia de potencial de la bateria

a lo largo del tiempo, esta partird con el valor % que se encontr6é anteriormente, y luego comenzaré a

decaer asintéticamente (por el efecto de carga de los condensadores) hasta el valor ;/—1% que se encontro al
final.
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P2. Circuito RC (II):

a) En esta parte debemos asociar la combinacién de condensadores del circuito hasta llegar a un solo con-
densador con cierta capacitancia equivalente Ceq. Recordemos que cuando tenemos /N condensadores
conectados en serie, estos son equivalentes a un nuevo condensador cuya capacitancia corresponde al
inverso de la suma del inverso de cada capacitancia individual, es decir:

-1
. 11 1\! . Al |
C(serle) _ ( — 4 ) C(serle) _ -
e atattey) = G ; G

Por otro lado, cuando se tiene N condensadores conectados en paralelo, estos son equivalentes a un
nuevo condensador cuya capacitancia es la suma de las capacitancias individuales, es decir:

N
Cégaralelo) =01+ 0y +..0n = Ce(garalelo) _ Z C;
i=1
En este caso la combinacién de condensadores es mixta, ya que tenemos un par de condensadores
asociados en paralelo, y estos a la vez estan conectados en serie con otro condensador idéntico. Los
dos condensadores en paralelo se pueden reemplazar por un condensador de capacitancia 2C, tal
como se muestra en la siguiente figura:

R

AYAYAY

R

AAA"

Entonces, la capacitancia equivalente corresponde al valor de la capactancia combinada de los dos
condensadores en serie, es decir:

1 1\! 3\7! 2
Coq = +) :() = |Coq = 2C
« (20 C 2C “43
b) Ya que las resistencias no se pueden asociar entre si, este circuito es un circuito RC no estandar,

por lo tanto si queremos conocer la corriente en el condensador del centro necesitamos resolver este
circuito usando las leyes de Kirchhoff.

La primera ley de Kirchhoff (consecuencia de la conservaciéon de la carga eléctrica) es la ley de las
corrientes, la cual nos dice que la intensidad total de corriente que entra en un punto del circuito
debe ser igual a la intensidad de corriente que sale de este punto. Al aplicar esta ley en un problema,
los puntos que nos interesan son aquellos en donde se juntan tres o més ramas, entonces al ver la
Figura 1 podemos identificar que los puntos A y B cumplen esa condiciéon. Ahora, dado que en esos
dos puntos las ramas que se conectan son las mismas, al aplicar la ley de las corrientes ambos puntos
nos entregan la misma informacién, por lo tanto basta con aplicar la ley de las corrientes en uno de
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Figura 1: Corrientes en el circuito, y sentido en que se recorren las mallas.

esos dos puntos. Tomando en cuenta el punto A, notamos que entra una intensidad I;, mientras que
salen Is e I3, entonces:

L=1+1; (1)

La otra ley de Kirchhoff (consecuencia de la conservacion de la energia) es la ley de los voltajes, la
cual nos dice que la suma de las diferencias de potencial en una malla cerrada del circuito debe ser
cero. En el contexto de esta ley, para definir bien el signo de la diferencia de potencial asociada a cada
elemento en cada malla es necesario definir un sentido (horario o antihorario) en el cual recorremos
esta malla, y luego el signo de la diferencia de potencial de cada elemento se asignard segun el sentido
en el cual pasa la corriente relativo a cémo se recorre la malla:

1) Cuando se trata de un elemento pasivo (como una resistencia o un condensador), el signo de la
diferencia de potencial sera negativo si la corriente va en el mismo sentido en el cual estamos
recorriendo la malla. En caso contrario serd positivo.

11) Cuando se trata de una fuente de poder, si al recorrer la malla cruzamos los terminales de este
elemento desde — a + entonces la diferencia de potencial es positiva, en caso contrario (es decir,
si la cruzamos de 4+ a —) serd negativa.

Usaremos las mallas M; y My mostradas en la Figura 1, donde ambas seran recorridas en sentido
horario. Para la malla M; podemos ver que la fuente de poder Vj se cruza de — a + segiin como
recorremos la malla, por lo tanto es positiva. Por otro lado, al cruzar las resistencias y el condensador
notamos que el sentido en que recorremos la malla coincide con el sentido de la corriente en cada uno
de estos elementos, por lo tanto la diferencia de potencial asociada a ellos es negativa. Recordando
la ley de Ohm V = IR, y la relacién Q = C'V para el condensador, se tiene lo siguiente al aplicar la
ley de los voltajes en la malla M;:

Vo—Rh—CQC

eq

3
— RI = — 2RI — —Q,. = 2
RI; =0 = Vy—2RI 20@ 0 (2)

En la expresion anterior ). hace referencia a la carga almacenada en el condensador, la cual cumple
que dc% = I5. Ahora, para la malla My podemos ver que en la resistencia el sentido de la corriente y
el sentido en el cual recorremos la malla coinciden, por lo tanto su diferencia de potencial es negativa.
Por otro lado, en el condensador el sentido de la corriente y el sentido en el cual recorremos la malla

son contrarios, por lo tanto la diferencia de potencial asociada a este elemento es positiva.
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Con todo esto, para la malla My se tiene lo siguiente:

Qe

—RI
3+ Ceq

3
=0 = —RI3+55Q.=0 (3)

Una vez que aplicamos la ley de las corrientes y la ley de los voltajes a todos los puntos y mallas
independientes del circuito (respectivamente), terminamos con un sistema de ecuaciones que nos
permite despejar la corriente en todas las ramas del circuito. En particular, como en este caso
queremos encontrar Is debemos desarrollar el sistema de ecuaciones hasta despejar esta cantidad.
Entonces, a partir de la ecuacién (1) se tiene lo siguiente:

=1 — I
Para reemplazar I e I3 los despejamos desde las ecuaciones (2) y (3):

Vo 3 3

“or rc@ 1 BT ape®

Entonces, reemplazando en la expresion para I se tiene lo siguiente:

L

Vo 3 3 Vo 9

Ip = — — c c Ih=———— c
2= 5r " arC? T 3rc? T 2T arc?
Ahora, recordando que I, = dfftc podemos llegar a una ecuacion diferencial para la carga Q. del
condensador:
dQc _ Vb 9 dQc 9 _ VO
@ 2R 1RO # T arc T 2R

Esta ecuacién corresponde a una EDO lineal de primer orden no homogénea, entonces para resolverla
buscamos la solucién Qg (t) de la EDO homogénea, y sumamos la solucién particular Q,(t) de la EDO
original. Primero, para la solucién particular @),(t) notamos que una funciéon constante es solucién
de la ecuacién diferencial:

2
Qp(t) = 9 CVy
La solucién Qg (t) de la EDO homogénea corresponde a la solucion de la siguiente ecuacion diferencial:

dQy 9 B
4 T aro@r =Y

La solucién de esta EDO corresponde a una funcién exponencial cuyo exponente es la constante que
acompana a (Jg, pero con signo contrario, entonces:

Qu(t) = Qoe e’

La constante Qg corresponde a una constante de integracion, la cual se obtiene generalmente a partir
de las condiciones iniciales. Entonces, como Q. = Qu + @) se tiene que:

2
ﬁ»QAQ::Qw*ﬁ%“+§C%
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Para encontrar la constante de integracion (g debemos imponer que en el instante inicial el conden-
sador no estaba cargado, entonces:

2 2
Q(t=0)=0 = Qo+§CV0:0 = Qoz—gCVo

Entonces, reemplazando en la expresion para Q.(t) se tiene que:

2 2 2
Qe =~ Cloe 7! 4+ 50V = Qelt) = SOV (1 - e~

sl d .
Por 1ltimo, recordando que I, = fl’gtc , podemos ser capaces de encontrar la corriente en el condensador

equivalente, entonces:

d [2 9 2 9 9 Vo 9

L) = — |2CVy (1 —e rEt) | = 2OV, (—> —e"ir") = |IH(t) = ——e TrRC! 4
(0= 5 |56 ( )| = 5% () (- ™) = B = 53 4)
Esta expresién nos dice que la corriente en el condensador es maxima en t = 0, y luego tiende a cero
cuando t — oo, lo cual es caracteristico en los condensadores de un circuito RC. Por otro lado, ya
que nuestro resultado es positivo entonces el sentido que se le di6 a la corriente Is en la Figura 1 es
correcto. Usando Vo =10 V, R = 1000 Q y C' = 0,001 F se tiene lo siguiente:

0.005

0004 9

00034

I (t) [A]

0.002 - N

0.001 4 Sa

0000 T T T
0.0 05 10 15 20 25

c) Al desconectar el switch las dos resistencias horizontales y la fuente de poder dejan de formar parte
del circuito, por lo tanto sélo nos queda el condensador equivalente y una resistencia formando una
malla M,. Ya que no existe una fuente de poder, el condensador comenzard a descargarse generando
una corriente I, que atraviesa la resistencia, tal como se muestra en la Figura 2. Al aplicar la ley de
los voltajes a esta malla (recorriéndola en sentido antihorario) se tiene lo siguiente:

Q« 3
—RI, — =0 = Li+—Q.=0
* qu x T 2]%(762*
Ya que la corriente I, esta directamente relacionada con la carga que se acumula en el condensador,
se tiene que I, = dg*, y entonces:
dQ 3
O 2 Q=0
dt 2RC
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Figura 2: Luego de desconectar el switch, el circuito queda con una sola malla M,.

Ahora, como queremos encontrar la corriente I, (y gracias a que la EDO anterior es homogénea),
podemos derivar esta ecuacién diferencial con respecto al tiempo, entonces:

d?Q. 3 dQ. dI, 3
=0 = —— I, =0
@z T 2RC at it " 2RC
La solucién de esta EDO corresponde a una funcién exponencial cuyo exponente es la constante que

acompana a [, pero con signo contrario, y entonces:

I.(t) = Iye 2rct

Es importante entender que el tiempo ¢ en la expresién anterior es un tiempo distinto al mostrado
en la expresion (4), ya que I, sélo es valido para t > T. Para arreglar esto transformamos el tiempo
en la expresion anterior, de tal forma que en ¢ = T se obtenga I, = Iy. Entonces, si aplicamos el
cambio t — t — T se tiene lo siguiente:

= L(t) = Ipe e (=)

La constante Iy corresponde a una constante de integracion, la cual se obtiene con la condicién
inicial. En este caso el valor inicial de la corriente I, corresponde al valor de la corriente I en t =T,
entonces usando la expresién (4) se tiene lo siguiente:

9T
Vo _or Voe iR _ 3
Lt=T)=Lt=T) = Ij=-—2e irc = [, (t)= 2 — ¢ arc®T)
< ) 2( ) 0 2R€ «(t) R €
Entonces, si juntamos esta corriente junto con el resultado de la parte (b), tendremos una expresién

para la corriente I, a lo largo del condensador equivalente en funcién del tiempo:

Vo ,— st .
op€ ARC ;o t<T
[C(t) - 9T
Voe ARC _—_3_(t+—T) .
Yo ma (T > T

Ya que el resultado para t > T es positivo, significa que la corriente I, (es decir, la corriente I,
luego de t = T') fluye como se impuso en la Figura 2. Esto es importante, ya que como I tenia el
mismo sentido en la Figura 1, eso nos dice que el sentido de la corriente en el condensador no cambia
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al desconectar el switch. Lo que si podemos notar es que la corriente que atraviesa a la resistencia
vertical cambia de sentido al desconectar el switch, lo que se puede apreciar al comparar los sentidos
de I3 e I, en las figuras 1 y 2, respectivamente. Por ultimo, al analizar el resultado para I. podemos
notar que para t > T el decaimiento exponencial es menos intenso, ya que el exponente es de un
valor absoluto menor que para t < 7. Tomando en cuenta esto, al graficar nuevamente la corriente
obtendremos un grafico que cambia ligeramente en ¢ = 7', lo cual se puede apreciar en la siguiente
imagen (donde se us6é T'=0,5s, Vo =10 V, R = 1000 Q y C' = 0,001 F):
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