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P1.- Espectrometro de masas:

Tenemos una particula con carga ¢ que entra con cierta velocidad ¥p a una zona con campo magnético
B. Si estos dos vectores no son paralelos , sabemos que aparece una fuerza que afecta la trayectoria de la
particula, desviandola de su direccién original. Para conocer de forma cuantitativa el efecto de esta fuerza
en la trayectoria de la particula debemos encontrar la ecuacién de movimiento de la particula, y luego
integrarla para obtener las cantidades cineméticas de interés (posicién y velocidad) en funcién del tiempo.

La ecuacién de movimiento de la particula se obtiene a partir de la 2da ley de Newton F = md, donde
F es la fuerza neta que siente la particula y @ es su aceleracion. En este caso, tomando en cuenta un
movimiento en el plano de la pagina, y considerando que sélo existe la fuerza de Lorentz, se tiene que
F= q(v' x é), donde ¥ = i+ 1) es la velocidad de la particula en un instante arbitrario®, y B = —Byk es
el campo magnético en la zona del espacio donde esté la particula. Con esto, la fuerza neta de la particula
es la siguiente:

F=g¢q ((azz T y]) x (—Bol%)) — 4B, (gz:(% x k) +9(j x l%)) = F = —qByyi + qBoij

Por otro lado, si consideramos un instante arbitrario la particula estd acelerando en las dos direcciones po-
sibles (porque la fuerza tiene componentes en ambas direcciones), entonces @ = i+ §jj, y si reemplazamos
en la 2da ley de Newton y separamos en componentes se tiene lo siguiente:

F=md = —qBogﬁ + qBoa'Uj = mii + my} = mi=—qBoy ; wmy=qByT

B B
:>9.C.:_q oy. : ?J:q 09.6
m m

(1)
Tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas, por lo tanto debemos desacoplarlas (es decir,
encontrar una ecuacién que sélo dependa de alguna de las variables x o y), y luego integrar usando las
condiciones iniciales de posicion y velocidad. En este caso para desacoplar las ecuaciones derivamos la
primera ecuacién mostrada en (1) con respecto al tiempo, obteniendo lo siguiente:

di d qBy . ..  qBo. Loomo
dt_dt< y>:>$_ my:y_ qux

Reemplazando esto en la segunda expresién mostrada en (1) podremos encontrar una ecuacién diferencial
para x. Luego, para bajar el orden de la EDO encontrada podemos reescribirla usando la velocidad
horizontal & = v,, entonces:

B B By \? By \?
j=20 o o =0 x+<q°> =0 = i}x+(qo> vy =0
m qBy m m

'Es importante entender que la particula se mueve horizontalmente s6lo en el instante en que entra a la zona con campo
magnético. Una vez dentro, aparecerd una fuerza vertical que le desviara en esa direccién, lo que hard que aparezca una componente
vertical de la velocidad. Por eso se toma una velocidad lo méas general posible.
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Esta EDO corresponde a la ecuaciéon de movimiento de un oscialdor arménico, por lo tanto la solucién
corresponde a una superposicién entre un seno y un coseno, cuya frecuencia es la raiz cuadrada de la

2
constante (%) . Entonces:
B B
v, (t) = Acos <qot> + C'sin <q 0t>
m m

Las constantes A y C son constantes de integracién que se obtienen al aplicar las condiciones iniciales
para la velocidad en 7 y j. Antes de aplicar estas condiciones iniciales debemos encontrar la velocidad
vertical y = vy, para lo cual obtenemos & derivando v, (), y luego lo reemplazamos en la primera expresién
mostrada en (1) para despejar ¥:

d BoA B B B
i}:ﬂ = i‘:—q 0 sin(q Ot>+q OC’Cos(q Ot)
dt m m m m

qBo . gBo.  qBoA | (C]Bo ) qBoC (qBo )
sin t) + Ccos t
™m

T=———y = ——y =
m m m m

= vy(t):Asin(qBot) C cos <qBOt>
m m

Ahora podemos aplicar las condiciones iniciales asociadas a la velocidad para obtener A y C. Primero,
como la velocidad inicial es puramente horizontal se tiene que v,(0) = 0, entonces:

m

1, (0)=0 = —C=0 = C=0
= v.(t) = Acos <qB0t) ;i uy(t) = Asin <qBOt>

m m

Para la componente horizontal de la velocidad inicial se tiene que v,(0) = vg, entonces:

v(0) =vyg = A=
qBo : qBo)
() = Z0%) 5 ) = ¢ 2
= ug(t) vocos(m > vy (1) vos1n<m (2)

Ahora que tenemos las componentes de la velocidad, si asumimos que el punto en el cual la particula
entra a la zona con campo magnético es el origen de coordenadas (es decir, x(0) = y(0) = 0) podemos
integrar v, y vy con respecto al tiempo entre el instante inicial y un instante de tiempo arbitrario, y con
eso obtener las componentes de la trayectoria de la particula. Entonces:

t t t t
qBo dx m . (qBo
A Vg (tl)dt/ = /0 Vo COS (mt/> dt/ = @dt = V0 |:q_BO sin (mt/>:|

0

Por el teorema fundamental del célculo sabemos que el lado izquierdo es igual a z(t) — z(0), entonces:

x(t) — x(0) = ZO?:L (Sin (quot> — sin (0)> = z(t) = %sin <qﬁot)

Ahora integramos vy(t). A partir de la segunda expresién mostrada en (2) se tiene lo siguiente:

t t t g m ¢Bo t
#)dt’ :/ i <q >dt’ / Y ar = {— (t’ﬂ
/0 vy (1) ; v sin Vo 5o cos (=

0
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= y(t) —y(0) = % (— cos (qBot> + cos (0)) = y(t) = % (1 — Cos (qBot>>

_qo m m

Entonces, como conocemos toda la informacién sobre la trayectoria de la particula en la zona con campo
magnético, podemos responder cualquier cosa asociada su movimiento. En particular, si queremos conocer
el angulo de la trayectoria cuando esta abandona la zona con campo magnético, debemos recordar que en
cinemdtica este angulo se obtiene a partir de las componentes de la velocidad. Entonces, si vy, y vy, son,
respectivamente, las componentes horizontal y vertical de la velocidad en el punto final del trayecto, se
tiene que:

o =tan! (ny> (3)
fx

Para encontrar estas componentes necesitamos el tiempo que la particula demora en llegar al final de la
zona con campo magnético, para lo cual podemos usar la expresién para x(t), y el dato de que el ancho
de la zona con campo es L. Sit = T es el instante de tiempo en el cual la particula llega al final de la
zona con campo, se debe cumplir que x(7T") = L, entonces:

B ByL
rx(T)=L = UOmsin(“T)zL = T="" ! <q 0 )
qBo m qBo vom

Con este tiempo se tiene que v, = v,(T) y vy = vo(T'), entonces:

= weos (S5 s () = ore = weos (s (00))
Vfy = Vg COS | —— ——sin = Uz = UpCOs | sin
m qBy Vomm VoM

Uy = Vo Sin <qB0m sin™! (qBOL>) =  Ufy = vYpsin (sim_1 (qBOL>>
Y m qBy vom Y vom

Entonces, al reemplazar estas componentes en la expresién (3) para el dngulo «, se tiene finalmente que:

: . —1 (gBoL
Vo Sin | s1n oot
o =tan"! ( ( > )> = tan~! (tan (sin_l (qBOL))> = |a=sin"" (qBOL>

in—1 (gBolL VoM VoM
V(g COS (sm ( o )) 0 0
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P2.- Alambre flotante:

a) Siqueremos estudiar el equilibrio del alambre necesitamos buscar todas las fuerzas que estén actuando
sobre este, y luego imponer que la suma de todas ellas sea cero. Tomando en cuenta el sistema de
la figura del enunciado, podemos notar que existe gravedad y el alambre tiene masa M, por lo
tanto debemos considerar el peso F,=—-M gj del alambre. Por otro lado, ya que existe un campo
magnético B perpendicular al plano de la corriente I, el alambre siente una fuerza asociada a las
cargas en movimiento, la cual debemos encontrar integrando a lo largo del alambre. Si se tiene un
trozo de alambre infinitesimal df’ por el cual circula una corriente de intensidad I en presencia de un
campo magnético E, este trozo infinitesimal sentird una fuerza dF = Idl x E, entonces si queremos
conocer la fuerza neta que siente un alambre asociado a una curva I'; debemos integrar a lo largo de
esta curva para superponer el aporte de todos los trozos infinitesimales. Tomando en cuenta esto, la
fuerza neta que siente un alambre con corriente en presencia de un campo magnético es:

= / Idl x B
r
En el caso de este problema se tiene un alambre con resistencia R en forma de semicircunferencia al

cual se le aplica una diferencia de potencial Vj segtin la polarizacién que se muestra en la siguiente
figura:

o+ v =

Por el orden de los terminales podemos inferir que aparece una corriente en el alambre en sentido
horario?, cuyo valor es I = % (en virtud de la ley de Ohm). Por otro lado, como el alambre tiene

forma de un arco de circunferencia de radio a se tiene que dr = adqbgg, donde la integral va desde

hasta 0, por el sentido de la corriente. Por otro lado, se tiene que B = —%fc, donde y es la altura

de un trozo d¢ de alambre arbitrario medida desde la base donde se aplica la diferencia de potencial.
Ya que esta altura varia al recorrer los distintos puntos del alambre, lo mejor es representarla como
y = Yo + asin(¢), donde yp serd una altura de referencia que nos servird para despejar la altura de
equilibrio del alambre (ver figura). Entonces, la fuerza ﬁl que siente el alambre por la presencia del
campo magnético es:

. 0 . . 0 R R 0
Fi= [ radod x (~208) = 13, [ (o + asin(@)asé by = 18, [ (oo + asin()pas

™

2En un circuito la corriente fluye desde el terminal positivo hacia el negativo.
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= F= 18y [ o+ asine))(eos(0)i +sin())do

™
0

. R 0
= F1l = —IBO [yoz/
T

0 0

(66 + 5 |

™

sin(¢)d¢ + a%/ sin(¢) cos(¢p)de + aj'/

™ ™

sin? (0)do)

Para las integrales se tiene lo siguiente:
0 0
/ cos(¢)de = sin(0) — sin(r) = / cos(¢)dep =0
K ™

0 0
/7r sin(¢)d¢ = — cos(0) — (—cos(m)) = /7r sin(¢)d¢ = —2

0 1 /0 1 1 0
/ sin(¢) cos(¢)dp = 3 sin(2¢)d¢ = ~1 cos(0) — (—4 cos(27r)> = / sin(¢) cos(¢)dep =0
0 1 [0 1 [0 1 0 T
/ sin?(9)dg = 5 [ do— 3 [ cos(2m)dp = 5 (0= —sin(0) + sin(2m)) = / sin?(6)dg = —=
Entonces, reemplazando estas integrales em ﬁl y recordando que en este caso I = % se tiene lo
siguiente:

=3 Ta \ ~ = BO‘/E] ™A\
A= 18y (-2~ )5 = =20 (20 + )]

Ahora, para encontrar la altura de equilibrio debemos imponer que la suma de fuerzas sea cero, es
decir, Fy + F; = 0. Entonces, al imponer esto y despejar yo se tendra una altura de equilibrio:

L BoVi .
F,+F=0= —Mgj+ 00<2y0+m)j:0
R 2
ma MgR MgR ma
= Wt S = 3w W =9B, v 4

MgR ma 2MgR
Y20 = 5 ——F— = 0 <
QB()VO 4 7TCLBO




