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Ejercicios Esféricas

P1 (Control Sotomayor 2012).- La técnica meteorológica de “globos pilotos” consiste en
liberar un globo G inflado con Helio, cuya altura z(t) se supone conocida. La posición del globo es
seguida por un observador a través de un anteojo teodolito ubicado en el punto T, de tal manera de
registrar los ángulos zenital (θ(t)) y azimutal (ϕ(t)) de la posición de G en cada instante. El objetivo
de la técnica es deducir la velocidad horizontal del globo a partir de los datos de z(t) , ϕ(t) y θ(t).

a) Determinar las componentes horizontales de la velocidad del globo ẋ e ẏ en función de z, θ, ϕ ,
ż, θ̇ y ϕ̇.

b) Si a partir de cierta altura la velocidad del globo es constante, con ẋ = u0, ẏ = v0 y ż = w0,
determine los valores a los cuales tienden los ángulos ϕ y θ cuando t → ∞ .
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c) Para un globo que se mueve a altura constante z, con ẋ = u0 e ẏ = v0 constantes, determine
expresiones para θ y ϕ en función de u0, v0, θ, z y ϕ. La práctica indica que para los observadores
es muy difícil realizar el seguimiento del globo cuando éste por su trayectoria pasa justo por
encima del punto T. Proponga una explicación cualitativa a este problema en base al resultado
obtenido.

P2-Péndulo esférico.- Sin mucho preámbulo, calculemos el péndulo esférico.

a) Describa mediante las ecuaciones de movimiento en coordenadas esféricas el movimiento del
péndulo.

b) Analice las ecuaciones obtenidas y vea que condiciones se tienen que cumplir para tenga una
rotación fija en el plano x-y.
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Algunas Fórmulas
• Radio de curvatura:

ρc = v3

∥v⃗ × a⃗∥
; ρc = v2∥∥∥t̂ × a⃗

∥∥∥ ; con v = ∥v⃗∥

• Producto cruz: Sean dos vectores a⃗ y b⃗ expresados en la base (ê1, ê2, ê3), tales que:

a⃗ = a1ê1 + a2ê2 + a3ê3

b⃗ = b1ê1 + b2ê2 + b3ê3

Su producto cruz vendrá dado por:

a⃗ × b⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ê1 ê2 ê3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣ ê1 −
∣∣∣∣∣a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣∣ ê2 +
∣∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣ ê3

a⃗ × b⃗ = (a2b3 − a3b2)ê1 − (a1b3 − a3b1)ê2 + (a1b2 − a2b1)ê3

• Módulo del producto cruz:∥∥∥a⃗ × b⃗
∥∥∥ =

√
(a2b3 − a3b2)2 − (a1b3 − a3b1)2 + (a1b2 − a2b1)2

• Producto punto: Sean dos vectores a⃗ y b⃗ expresados en la base (ê1, ê2, ê3), tales que:

a⃗ = a1ê1 + a2ê2 + a3ê3

b⃗ = b1ê1 + b2ê2 + b3ê3

Su producto punto vendrá dado por:

a⃗ · b⃗ = a1b1 + a2b2 + a3b3

• Longitud de Arco:
LΓ =

∫ t1

t0

∥∥∥∥dr⃗

dt

∥∥∥∥dt =
∫ t1

t0

∥v⃗∥dt
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▶ Coordenadas cartesianas (x̂, ŷ, ẑ):

• r⃗ = xx̂ + yŷ + zẑ

• v⃗ = ẋx̂ + ẏŷ + żẑ

• a⃗ = ẍx̂ + ÿŷ + z̈ẑ

▶ Coordenadas cilíndricas (ρ̂, ϕ̂, k̂):

• r⃗ = ρρ̂ + kk̂

• v⃗ = ρ̇ρ̂ + ρϕ̇ϕ̂ + k̇k̂

• a⃗ =
(
ρ̈ − ρϕ̇2

)
ρ̂ +

(
2ρ̇ϕ̇ + ρϕ̈

)
ϕ̂ + k̈k̂

▶ Coordenadas esféricas (r̂, θ̂, φ̂):

• r⃗ = rr̂

• v⃗ = ṙr̂ + rθ̇θ̂ + rφ̇ sin θφ̂

• a⃗ =
(
r̈ − rθ̇2 − rφ̇2 sin2 θ

)
r̂+

(
rθ̈ + 2ṙθ̇ − rφ̇2 sin θ cos θ

)
θ̂+

(
rφ̈ sin θ + 2ṙφ̇ sin θ + 2rφ̇θ̇ cos θ

)
φ̂

▶ Coordenadas intrínsecas (t̂, n̂, b̂):

•
dt̂

ds
= n̂

ρc

•
dt̂

dt
= dt̂

ds

ds

dt
= n̂

ρc

ds

dt
= ṡ2

ρc
n̂

• v⃗ = ṡt̂

• a⃗ = s̈t̂ + ṡ2

ρc
n̂
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Cambios de bases coordenadas
• Cartesianas (x̂, ŷ, ẑ) a cilíndricas (ρ̂, ϕ̂, k̂):

• x̂ = cos ϕ ρ̂ − sin ϕ ϕ̂

• ŷ = sin ϕ ρ̂ + cos ϕ ϕ̂

• ẑ = k̂

• Cilíndricas (ρ̂, ϕ̂, k̂) a cartesianas(x̂, ŷ, ẑ):

• ρ̂ = cos ϕ x̂ + sin ϕ ŷ

• ϕ̂ = − sin ϕ x̂ + cos ϕ ŷ

• k̂ = ẑ

• Cilíndricas (ρ̂, ϕ̂, k̂) a esféricas (r̂, θ̂, φ̂):

• ρ̂ = sin θ r̂ + cos θ θ̂

• ϕ̂ = φ̂

• k̂ = cos θ r̂ − sin θ θ̂

• Esféricas (r̂, θ̂, φ̂) a cilíndricas (ρ̂, ϕ̂, k̂):

• r̂ = sin θ ρ̂ + cos θ k̂

• θ̂ = cos θ ρ̂ − sin θ k̂

• φ̂ = ϕ̂

• Cartesianas (x̂, ŷ, ẑ) a esféricas (r̂, θ̂, φ̂):

• x̂ = sin θ cos φ r̂ + cos θ cos φ θ̂ − sin φ φ̂

• ŷ = sin θ sin φ r̂ + cos θ sin φ θ̂ + cos φ φ̂

• ẑ = cos θ r̂ − sin θ θ̂

• Esféricas (r̂, θ̂, φ̂) a cartesianas (x̂, ŷ, ẑ):

• r̂ = sin θ cos φ x̂ + sin θ sin φ ŷ + cos θ ẑ

• θ̂ = cos θ cos φ x̂ + cos θ sin φ ŷ − sin θ ẑ

• φ̂ = − sin φ x̂ + cos φ ŷ
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