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Figura: Augustin-Jean Fresnel 1788-1827. Fresnel
(pronunciado frenel) fue un fisico e ingeniero francés que
contribuyé significativamente a la teoria ondulatoria de la
luz. Fresnel estudié el comportamiento de la luz tanto tedrica
como experimentalmente. El dominio de Fresnel
particularmente importante para antenas (Stutzman &
Thiele 1981).
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Resumen clase anterior

m Podemos hacer muchas analogias de ondas mecanicas a ondas electromagnéticas

m La luz se propaga en el vacio con velocidad ¢ = up y en medios lineales y homogéneos e
isotrépicos con velocidad u

m La radiacién posee polarizacién, tipos de polarizacién: circular, lineal, eliptica o no polarizada

m Para cuantificar mejor el porcentaje de polarizacién de una onda usamos la base de Stokes

m Blackbody (radiacién cuerpo negro) — no polarizado, radiacién incoherente térmica (coherent and
incoherent, thermal and nonthermal)

m Laser es un ejemplo de radiacién coherente (que puede ser muy limitada en Av) y pulsar (estrellas
de neutrones, radiacién natural)

Direccién de
propagacion
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_ Reflexionyiransmision de ondas clectromagniéticas (en fsica) |
Otras propiedades de las ondas electromagnéticas

m Recordemos que la longitud de onda y frecuencia estan relacionadas con la velocidad de

propagacién (aunque también existe velocidad de fase y otras, que no dependen de igual manera):
u=Av

m La energia se expresa como E = hv, con h la constante de Planck, h = 6,62607015 x 1073* Js
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Figura: Espectro electromagnético.
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L Reflodny transmision de ondas electromagnéticas (en fiica) [

Reflexién y transmisién de ondas electromagnéticas

m Analicemos la propagacién desde el formalismo de fisica (Griffiths 2017), y sin considerar el término
o

m Supongamos que el plano xy es la frontera o borde entre dos materiales
m Una onda plana!, de frecuencia w, viajando en la direccién z+ y polarizacién en la direccién x

£ (z,t) = Eypelltaz=0x (1)

. =R Ey - =R
By (2,) = Boel (o770 = “DLllhe-nlg 2)

m La onda reflejada R es generada por la onda incidente /:

Er(z,t) = Eygel(Thzwix (3)
1 . ~
Br(z,t) = —V—lEoRel(*klz*‘”)y (4)

~

m Donde el signo de ecuacién (4), viene dado por B(r,t) = <k x B

T c

1Que puede ser monocromitica, E € C, pero no un frente de ondas esférico.

Cassanelli (UChile) EL3103 10 de octubre de 2023 5/31



Reflexién y transmisién de ondas electromagnéticas

m Como sabemos de ondas mecdnicas también existird una porcién de la onda que se transmitird en

el medio 2,
Er (Z, t) = EOTei(k227Wt)3(\ (5)
1 ; ~
BT+ (Z, t) = fEOTel(kZZ_wt)y (6)
2]

m La combinacién de campos a la izquierdade z=0 &, + Eg y B, + Br debe ser lo mismo a la
derechade z=0,E7y Br

m Usando las condiciones de borde para ondas electromagnéticas (definidas en Clase 9; i, ii, iii, y iv),
pero en particular (iii) £|1| = 8'2‘,

(iii) = Eoj + Eor = Eot (M)

. 1 1 1 1 1

(iv) = — <E0/ - EOR> = — <EOT> (8)
H1 \ V1 Vi H2 \ V2
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Reflexién y transmisién de ondas electromagnéticas

m Las dos Ecs. de frontera:
Eo; + Eor = Eo, Eo) — Eor = BEoT 9)
_ M1vi i (10)

H2V2 2Nt

m Y en términos de la amplitud incidente:
1-p 2
E Eoy, Eovr = ——E 11
0R = 1_~_501 0T 1+ﬁ01 (11)
m Lo que es muy similar a la reflexién/transmisién de una onda mecdnica, con la excepcién del

término i, pero por lo general es muy similar a el vacio, luego 8 = vy /v,
2V2
Eo, (12)
Vo + v

Vo — V1
Eor = Eoy, Eor =
Vo + %1

m Las que son idénticas a las Ecs. de una onda mecdnica
m La onda reflejada esta en fase y la onda si vo > vy y fuera de fase si vo < vy
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Reflexién y transmisién de ondas electromagnéticas

m Usamos niimeros complejos por conveniencia, pero la amplitud es real,

o Vo — V1 o 2V2
RelEor] =| 22 [Rel£n]. Relor] = (22 RelEal (13)
m-—n 2n
RelEor] = |22 | Re o] Relfor] = (20 JReltal (19

m Ahora busquemos la fraccién de energia incidente que es reflejada, recordemos que la intensidad es:

1
| = 5evEg (15)

m Nuevamente, podemos hacer uso de jip = o = o, luego el ratio de intensidad reflejada e
intensidad incidente es:
R_IR_(E0R>2_<n1_n2)2 (16)
S \Ey)  \m+m
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Coeficientes de reflexion y transmisién

m De forma similar calculamos el ratio de intensidad transmitida

2
/ v [ E 4nin
T_T_ezz(or)_ 122 (17)
1 awvi \ Ey (n + m)
m Formalmente llamados R coeficiente de reflexién y T coeficiente de transmisién
m Por conservacién de la energia, sabemos que siempre se cumple que:
R+T=1 (18)

m Cuando luz atraviesa desde aire (n; & 1) a vidrio (n, =1,5), R=0,04y T =0,96. No es de
sorprenderse que casi toda la luz es finalmente transmitida

Hasta acd todo bien, pero necesitamos hacer el problema mas realista, considerando mds tipos de
materiales, entonces usamos el formalismo un poco mas ingenieril.

Cassanelli (UChile) EL3103 10 de octubre de 2023 9/31



_ Reflexién y transmisién de ondas electromagnéticas (en ingenierfa)
Reflexién y transmisién en ingenieria de materiales

m Definicién de coeficientes de reflexién y transmisidn puede ser distinta (i.e., definicién de Paul &
Nasar 1998)

m Partiendo de las ecuacién de Maxwell variables en el tiempo y con p =0y J = oE, formamos las
ecuaciones de onda (i.e., calculando el rotor a las ecuaciones iii y iv)

2
UaE(r, t) . O°E(r, t)

V2E(r,t) = 19
(r7 ) lu’ at I’LE at2 ( )
OH (r, t) 82H(r t)
2 _ ) )
VH(r, t) = po P + e 52 (20)
m Las cuales también son llamadas ecuaciones de onda o ecuacién de Helmholtz. Nuevamente
estamos solo interesados en las soluciones arménicas, i.e.,
VZE (r) = jwp (0 + jwe) E(r) (21)
V2H (r) = jwp (o + jwe) H(r) (22)
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_ Reflexién y transmisién de ondas electromagnéticas (en ingenierfa)
Constante de propagacién vy

m Definimos entonces la constante de propagacién,

Y =jwp(o+jwe) =v=a+jf=jwu(o+jwe) (23)

m Notese que este es un nimero complejo ahora lo escribiremos como:
z=x+]jy=|z|l /8 (24)
m Donde ||z|| = \/|x|> +|y|*, y 6 corresponde a la parte angular, i.e., § = arctan (v/x)

Una propiedad interesante de esta notacién es que si necesitamos calcular \/Z la raiz cuadrada de

un complejo entonces,
vz=2l /4 m (25)
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(Re)definiendo la transmisién de onda arménica y o

m De la ecuacién (21), que solo depende de la posicién

#E, 9°E. OE.

Ox? + Oy? + 0z2 =V'E (26)

0’E, 0°E, O°E, s
=v°E 27

Ox? + Oy? + a2 (27)

0°E, O0°E, O%*E, ,

Ox2  Oy? + 92 ' (28)

m Similarmente para H

m Ahora supongamos que una onda se desplaza hacia la direccién Z y con amplitud variable en X.
E(r) = Ex(2)X, i.e., 9E. _ 9E. _

Ox oy
m Reemplazando en la ley de Faraday (en un medio lineal), podemos llegar al siguiente set
(i) VxE=—jwuH (29)
d?E, d’H
=2 =YE Yy F=YH (30)
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Impedancia intrinseca

m Para resolver el sistema en ecuacién (30), usamos un ansatz
E.=Efe ™ Y* 4 E e¥* H, = Hfe ™" + H,e¥* (31)
_ E+ —az —JBZ+E— aze_]ﬂz _ H+ —az —J,Bz+H— azeJBz (32)

m Donde hemos separado la constante de propagacién usando ecuacién (23)

m El set £ y HE son constantes indeterminadas y probablemente complejas, conviene entonces
definir la siguiente variable

Ei
4= iJwM 71
Y Hm

m La variable n es llamada la impedancia intrinseca del medio,

jwp
== 34
n=L = [ g, (34)

m Nétese que para o0 =0 =1 =+/u/e €R, no = +/1o/€0 ~ 376,7Q
5T 1D R (28 e

(33)



_ Reflexién y transmisién de ondas electromagnéticas (en ingenierfa)
Solucién a la ecuacién de onda y casos

m Con lo que tenemos que:

—az —jBz + - z,jBz,j0"
Ex = Efe “%e71P%e? + E, e*%eifZel? (35)
E+ ) . E- Bz 10— —i
H, = —Me %o 10260 o710 4 oM g0z oifz07 o0y (36)
Il 7]l
(37)
m Con 6%, PEE
Ex = ||EE| 6% = | EZ] o (38)

m De aqui se desprenden muchos casos, que dependiendo del medio y materiales modificaran la
solucidn, estos son:

m Medio sin pérdidas - o =0 m Buen dieléctrico — 0 < we

m Medio con pérdidas — o # 0 m Buen conductor — o > we
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_ Reflexién y transmisién de ondas electromagnéticas (en ingenierfa)
Casos especiales

m Buen dieléctrico:

< NN (TR Sy i El1j (39)
o <K we ax =45 ~ wi/11e = _F g 2
2V €’ H g2 |7 1T ¢ Towe ~ 8uw2e?

o> we éa:ﬁ%\/%ug, Uqu%(lJrj) (40)

m En transmisién a otros medios

m Buen conductor:

m Transmisién sin pérdidas: 01 =02 =0
m Incidencia en un conductor perfecto o2 = oo

Ejercicio

Queda para el lector demostrar que las cantidades en ecuaciones (39) y (40) son correctas.
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Coeficiente de reflexién y transmision en ingenieria

m Similarmente al caso anterior es posible (re)definir los coeficientes de reflexién y transmisién,
Er  2mp

5 2 —Mm =
R=— = , T=—= , 41
I et m E, m+m (41)
1+R=T. (42)

m La cantidad R el coeficiente de reflexién y T el coeficiente de transmisién, nétese que Hl?” <ly

que T puede exceder la unidad en esta definicién
m ReR, y TERS 01 =0,=0, pero en general ﬁ:HﬁH&EC, y '?:H?H&E(C

Atencion!

|

Cuidado, existen dos definiciones de reflexién y transmisién (ecuacién 18), Ry T las cuales son
cantidades reales, R, T € R. Esta definicién es usada en fisica y no posee propiedades conductoras del
medio. En general, T # T y R # R. La ecuacién (18) corresponde la definicion fisica (Griffiths
2017) y ecuacién (42) corresponde a la definicién ingenieril (y mas general; Paul & Nasar
1998).
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Frente de ondas planas e uniforme (sin pérdidas)

m Entonces en general, podemos escribir la propagacién de una onda electromagnética (sin fasores)
como:

£ = EX = Re |Ee!| =||[E*||e % cos (wt — Bz +07) +[[E™ || €™ cos (wt + Bz +07) X (43)

. Et+
H ="H,y=Re [Hyejwt} = H”aneo‘Z cos (wt — Bz + 0% —6,) —
E-
|||77||H e cos (wt+ Bz + 60~ —06,)y. (44)
m Donde, recordemos que hemos asumido el caso mas simple E, = £, = Hy, = H, =0

m Existen dos casos de interés en los cuales podemos aplicar ecuaciones (43) y (44): medio sin
pérdidas (lossless media) o = 0, medio con pérdidas o # 0

m Ayuda para visualizar ondas, vea @ Uniform plane waves: A 3D journey to the simplest
electromagnetic wave propagation, TheSIGuy.
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Frente de ondas planas e uniforme (sin pérdidas)

m Entonces sabemos que o = 0 por lo que Y = jw.,/ue y n =/ /€
m La impedancia intrinseca del medio se vuelve una cantidad puramente real, 6,, = 0,

E=E6x=[El+&]x= [HE*H cos (wt — Bz +0%) +| E || cos (wt+ﬁz+0*)} X, (45)

- E* E™ -
H=H,y=[HI+H]= [HUH cos (wt — fz+67) — H77H cos (wt+Bz+67)|y. (46)
m La velocidad de propagacién entonces es:
dz w 1

U= —=—= , 47
e AT (47)

m La constante de fase (de una onda plana y uniforme):
8= jud - )= 2 _u (48)

o’ B v
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Incidencia normal de una onda electromagnética

m Consideramos medio 1 y medio 2, con propiedades €1, 111,01 Y €2, ti2, 02, respectivamente

m Consideramos ademds (y como lo hemos hecho hasta ahora), la propagacién en +z

m En caso de que la onda electromagnética actie de forma normal tendremos una onda incidente,

reflejada y transmitida:

E, = E,Xx=Ee VX = E;eialzeijﬂlz;(\,

H; = H; y — E’ —'le’y\ — 56—0/12 _JBIZ/y\_
X
m Ui [
E, = E, X = E,V?% = E,e®%e 1517%,
~ E, ~ E, By 0~
H, = H,y= _Trevizg — _” ’”eulze iPrzg Jamy’
Ui m
Et = Etxe_‘YZZ/X\ = Ete_azze_‘jBZZ/X\,
Et E; . .
— ~ — — —ibp
H, = thy ; e YPy = m He @27 =] B22 ] 2y,
2 2
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Incidencia normal de una onda electromagnética

m Las constantes de propagacién y la impedancia intrinseca del medio 1 y 2 son:

Y1 =01+ jbf1 = Vjwps (01 + jwer), m = mll f0n, = Viwnt/ (o1 + jwer), (55)
Y2 = a2+ jfBe = VVijwpz (02 + jwe) n2 = ||nzll /0n, = Viwpa/ (02 + jwer) (56)

m Nétese que hemos asumido que no existe alguna reflexién en el medio 2, es decir no hay funcién de
onda con propagacién —z en el medio 2
m La discontinuidad entre ambos medios debe cumplir que:

E, +E, = E;, H;, + H, = H;, para z=0. (57)
m Al igual que anteriormente podemos definir la reflexién y transmision:

~ E, 2
R, E 4

Er:ﬁz—m _
Ei m+n Ei m+m

T. (58)

m Noétese que estos coeficientes son adimensionales, que pueden ser nimeros complejos, e.g.,
R= H R
EL3103 10 de octubre de 2023 20/31
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L Reflodny transmision de ondas electromagnéticas (en fiica) [

Incidencia normal de una onda electromagnética

m La relacién entre los coeficientes de transmision y reflexion es:
1+R=T (59)

m El coeficiente de reflexién HﬁH <ly T puede ser mayor a la unidad

m Para el caso en que los medios 1 y 2 poseen una conductividad o7 = 0, = 0 entonces estamos en
un caso sin pérdidas y los coeficientes de reflexién y transmisién serdn niimeros reales (y es igual al
caso mas simple definido en el formalismo fisico)
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L Reflodn yransmision de ondas clectromagnéticas (on fiico) [

Incidencia oblicua de una onda electromagnética

m Consideramos medio 1 y medio 2, con propiedades
€1, 11,01 Y €2, 42, 02, respectivamente

m Ahora vemos el caso en que el dngulo de incidencia es 2
0, # 0y angulo de reflexién 6, # 0

m Sin perder generalidad asumimos que la onda plana e
uniforme se transmite a través de un eje coordenado +7’, y

m El nuevo set ortonormal de coordenadas es (x',y’,2'),
que en principio se puede entender como una rotacién del Y
eje coordenado del set (6, 6,,06,)

Figura: Asumimos que nuestra onda se propaga
en +2’ (no perdemos generalidad con este
cambio).

Cassanelli (UChile) EL3103 10 de octubre de 2023 22 /31



L Reflodn yransmision de ondas clectromagnéticas (on fiico) [

Incidencia oblicua de una onda electromagnética

m Escribimos entonces los campos fasoriales
N

E=E,e Y*X,

En _ -

H = Mo Yz y/

)

m Del teorema de cosenos directores sabemos que z’ = cos 6yx + cos 6,y + cos§,z
m La exponencial de la constante de propagacién es:

’ /
e¥? — oY cosaxxeycoseyyey cosfz __ ey’ ,
® Y como sabemos:
! 1o S =~ =
r=xX +yy +2Z =xX+yy+zz
m Ahora definimos el vector de propagacién como:
Yor=(YxVy:Yz) - (x,¥,2) =y (cosOyx + cos b,y + cosb,z) .
m Por lo que se tiene:

— -y
E=(E.E,E)e
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L Reflodn yransmision de ondas clectromagnéticas (on fiico) [

Incidencia oblicua de una onda electromagnética

m Donde (EX, E,, EZ) y (HX, H,, Hz) son las proyecciones de los vectores primados en el set

coordenado (x, y, z)
m Similarmente podemos calcular el vector unitario de la propagacién de onda, y, como:

Y= |l| = cos 0, X + cos 0,y + cos 6,z, (67)
Y
m Luego, podemos obtener expresion vectorial para el campo auxiliar magnético:
Y x E
H=Y (68)
Ui

m Como ya se muestra evidente la dependencia en el dngulo de incidencia 6;
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Ley de Snell

m Nuevamente vemos el caso de ondas incidentes, reflejadas y transmitidas pero ahora con los
angulos (6;,6,,0;)

m Asumiendo que la propagacidn se encuentra en perpendicular al plano xz, luego los campos H y E
tendrdn componentes x y z

E, = (Exn Ey JE, ) —v1(sin 0jx+cos 0;z) H; = (Hxn Hy aHz,) —v1(sin ;x+cos 0;z) (69)
E (Exm Ey ,Ezr) eyl(fsin 0,x+cos 6,z) Hr (er; Hy 7Hzr) e’yl(fsm 0,x+cos 6,z) (70)
E, = (Ext, Eyt, E, ) —~2(sin Osx+cos 0:z) H, = (Hxn Hyw H, ) —2(sin O x+cos 9tz)- (71)

m Las condiciones de frontera para el campo eléctrico y campo auxiliar magnético en z = 0 son:

(Bxx+ Eyy) e % 4 (B X+ B, §) e 0% = (B X+ B, §) e ¥ z=0 (72)
(HuiX + Hyy) e V150 9%% 4 (Hy, + Hy §) @150 = (HeX + Hy §) e 250 z=0. (73)
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Ley de Snell

m lgualando componentes llegamos a que las siguientes exponenciales deben ser iguales:
e~ Yisin Oix _ e~ Yisin Orx _ e~ Yz2sin Otx, (74)

m Lo que eventualmente resulta en las siguientes condiciones, la ley de reflexidn

0; =0, (75)

Y la ley de refraccién
Yisin6; =y, sinf, (76)

m Lo interesante del caso es para 01 = 02 = 0, donde encontramos que:

sinf B H2€2 €
== [ 2= e, 77
sinfy S H1€1 €1 Ve (77)

La cual es la clasica ecuacién o ley de Snell
Esto se mantiene para muchos materiales, dieléctricos comunes (pero no ferromagnéticos)
m El indice de refraccién de un medio que posee p, = 1 estd dado por el cociente n = c/u
n:E: €, :>sint9t:ﬂsin9,- (78)
u np
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Ley de Snell y el angulo de reflexién total

m Efecto dado por un angulo critico en el cual no deja pasar radiacién, es decir 8; = 90°, entonces

0. = arcsin <f72> = arcsin 4 / 2, (79)
n €2

m Supongamos ahora que angulo incidente es mayor al dngulo critico, 6; > 6., inmediatamente vemos
que no existe ningln dngulo real que cumpla con esa condicién

m Siguiendo el argumento de la onda transmitida, ecuacién (71), podemos llegar a la siguiente

conclusién:
Brcosf; = —jfa E—lsin2 0, —1=—jay (80)
V e

m Entonces, tenemos una onda plana, no uniforme, que se propaga en la frontera entre los medios 1
y 2
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Ley de Snell y el angulo de reflexién total

77

naNn
ANNNNNNNN

Figura: Ley de Snell (reflexién y refraccién). El diagrama muestra los
angulos incidente 6;, reflejado 6, y transmitido 6; para distintos 0;
iniciales. El angulo critico, 6., esta dado por el rayo completamente
reflejado. La ley de Snell fue derivada primero de forma empirica (con la
cual solo es necesaria la fisica de particula de la luz) y luego a través de
las ecuaciones de Maxwell redefinida.
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Ondas electromagnéticas en conductores y su skin depth

m Consideremos un material con €, u, 0, y un campo eléctrico de una onda incidente en el material:
E=Ex=|E*||e " cos(wt — Bz)X. (81)

m Donde E™ es la amplitud, e.g., ET =||ET|| /—Bz
m A medida que la onda atraviesa el material es atenuada por el factor de damping e~®* sobre una

distancia: )
dsd = —, 82
4= (82)
m La cual es llamada profundidad de penetracién (skin depth) del material
m La profundidad de penetracién es una medida de la distancia a la cual la onda se ha atenuado en
un factor de 1/e 0 37%

m Para un buen conductor a profundidad de penetracién es:

2 1
v (83)
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m Desde las ecuaciones de Maxwell derivamos las leyes de éptica geométrica

m Calculamos incidencia perpendicular y oblicua para un frente de ondas que luego se transmite y

refleja

m Vimos las definiciones en ingenieria y la propagacién normal y oblicua de una onda electromagnética

Nombre Name Simbolo Unidad SI
Constante de propagacion Propagation constant 8% -
Impedancia intrinseca Intrinsic impedance n Q
Constante de atenuacién Attenuation constant « Npm™1
Constante de fase Phase constant I} radm~!
Longitud de onda Wavelength A m
Frecuencia Frequency v Hz
Frecuencia angular Angular frequency w rads—!
Velocidad de propagacion Velocity of propagation u ms~!
Velocidad de propagacién en el vacio  Velocity of propagation in vacuum ug 6 ¢ ms~!

Cuadro: Lista de variables relevantes en propagacién de onda.
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