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Recordatorio de las ecuaciones de Maxwell

m Ndtese que algunos libros llaman £ (x, y, z, t), a la funcién de campo eléctrico variable en el tiempo

(Paul & Nasar 1998) o E(x,y, z, t) en libros de fisica (Griffiths 2017)
m & =E(x,y,z t) serd para nosotros el campo variable del tiempo y espacio

(i)

(i)

V-E= ip (Ley de Gauss)
€0

V-B =0 (Sin nombre)

VxE&= —88—? (Ley de Faraday)

VX B=puo (T +Td4) (Leyde Ampere + correccién de Maxwell)
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Campos variables en el tiempo

Campo variable en tiempo Campo estatico Unidad Sl

Electric field intensity € (x,y,z,t) E(x,y,z) Vm!
Electric flux density D(x,y,z,t) D(x,y,z) Cm—2
Magnetic field intensity B(x,y,z,t) B(x,y,z) T or Wbm—2
Magnetic flux density H(x,y,zt) H(x,y,z) Am™1
Current density T (x,y,z,t) J(x,y,2) Am~2
Volume charge density  p(x,y,z,t) p(x,y,z) Cm™3

Cuadro: Lista de elementos ecuaciones de Maxwell estaticos y variables en el tiempo.

m Durante el curso, usaremos tanto E, £ para variables estaticas como variables en el tiempo,
respectivamente

m En escrito serdn necesario especificar si € = € (r,t) o E=E(r)
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Campos armoénicos

Campo arménico monocromitico es aquel que posee una variacién sinusoidal: cos (wt + 6)

w: frecuencia angular de la parte temporal; 6: angulo de desfase

Monocromatico hace referencia a la existencia de una sola frecuencia describiendo la variacién
temporal; w = 27v

Es dtil separar nuestro campo eléctrico en términos espaciales (r) y temporales (t):

£ (I’, t) = Eoei(k-r—wt) _ Eoei(k<r)e—iwt — Eeiwt — Eelwt (5)
—— N~
fisica ingenieria

Convenientemente esta descomposicién es parte de la naturaleza, pero no siempre es correctal
Noétese que la amplitud € € C;

E(r)=Eo(r)e ' *) =Eq(r)e™ = Eo (r) &’ = (Eoy, Eoy, Eo,) /0 (6)

Donde Eq puede o no depender de la posicidn
Para los célculos siempre al final solo nos import la parte real, pero podemos obviar esta condicidn,

£(r,t) =Re [E(r) eJ‘M] (7)

Esta es la llamada representacién fasorial (phasor) de campos arménicos
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Campos armoénicos

m El producto del fasor puede ser compuesto por tos partes:

E.&*t = E, cos (wt + 0) + jEsin (wt + 6,) (8)
= Re {Exej‘“t} +jlm {Exej“’t} 9)

m Entonces generalizando:
Ee/“t — Re [Eeiwf} +ijlm [Eej‘*’t} (10)

m Las ecuaciones de Maxwell son lineales, y convenientemente al multiplicar por e/** es posible
factorizar por completo el término del tiempo

m La potencia instantdnea, relacionada con el vector de Poynting & también puede ser representado
en esta nueva notacién

£ = Re [Eej“t} - % (Eeiwf +Ee—iwf) H = Re [Hej“t} - % (Hej“t +ﬁe‘j“*) (11)
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Campos arménicos y Poynting

m Entonces expandimos para S

e R -
- % (Eej"” +Eeﬂ'wt) x (Hej‘*’t +ﬁefjwt) )
:%(EXHe2jm+E><ﬁ+E><H+E><ﬁe—2iwf) (14)
_ % (ExH+ExH)+ % ( x Heiet 4 E x He2) )

m Para visualizar el problema hacemos uso de variables auxiliares m = E x Hy n = E x H, entonces
el resultado lo podemos escribir como:

1 . : 1 1 .
— - jwt ma—j2wt) . © - jwt
S (m+m)+ 2 (ne + e ) 5 Re [m] + 5 Re {ne } (16)

1
2
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Campos arménicos y Poynting

m En general, nos preocupa mas saber el promedio de la potencia, S,,,

1 T
savz?/o Sdt (17)

m De la ecuacién (16), el primer término no depende del tiempo, y el segundo:
L jaur] _ 1 0x) X 0,)y 2 0,)z 1
ERe [ne ] 7§{nxcos(2wt+ <)X + ny cos (2wt + 0,) Y + n; cos (2wt + Z)z} (18)

m Por lo que al integrar en el tiempo promedio de una funcién sinusoidal T = % el resultado es cero,
finalmente tenemos que:

SaV:%Re[S]:%Re [Ex H} :%Re [ExH} (19)

m Donde también hemos definido Poynting para S = E x H (ver Paul & Nasar 1998, capitulo 5)
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Descripcién

Ecuaciones de Maxwell y campos arménicos

Ejemplo

Muestre que los siguientes campos en el espacio libre satisfacen las ecuaciones de Maxwell,
= Eo =
&€ = Eycos (wt — B2)X, H = — cos(wt — fz)y.

n

Solucidén: Partimos desde la ley de Faraday, i.e.,

oB OH 1
VXE=—Fr = Hg o

Expandimos el rotor:

vaz<@%—§%>i+<&&—3%>y+<$%—@%>2

dy 0z 8z  Ox ox dy

0. . . -
= 529 = BEosin (wt — 82)7,
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Descripcién

Ecuaciones de Maxwell y campos arménicos
Ejemplo
Tomamos la segunda parte de la ley de Faraday (iii),

H  wuky .  ANE
—Hog, = o sin (wt — B2)Yy, (23)

por lo que requiere que ecuaciones (22) y (23) sean iguales, viz,

wito
= —. 2
B , (24)

Ahora nuestras constantes se relacionan a través de ecuaciones (24). Tomando la ley de Ampere, y expandiendo
el rotor de V x H

VxH=T el (25)
_ OH,.  BE _  Ae
==5, X= p sin (wt — fz)X (26)

donde ademas hemos aplicado la condicién del espacio libre, i.e., u = po,e = €0, 0 =0,p =0,y J = 0.
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Descripcién

Ecuaciones de Maxwell y campos arménicos

Ejemplo

Ya tenemos la parte izquierda de la ecuaciones de Ampere (iv), ahora calculamos la parte derecha:

. 9€
oot

Nuevamente ambas ecuaciones (26) y (27) deben ser iguales,

= —weoEp sin (wt — Bz) X. (27)

B = weon. (28)

Entonces combinando ambas ecuaciones de las constantes (ecuaciones 24 y 28),

Lo

€o

@

1
Ewuo =wen =17 = =n== o’ = B = ftw+/loco- (29)

Finalmente calculamos para la ley de Gauss (i),
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Descripcién

Ecuaciones de Maxwell y campos arménicos

Ejemplo

0E«  0&,  OE;

. D= LE = = —
v V- E=0 = Ix 3y 92 (30)
Lo que si aplica, ya que las coordenadas se hacen cero. Ahora vemos la ley sin nombre (ii):
OH. OH, B OH.
.B = . = = 1
V.- B=wV-H=0 I + By 92 0 (31)

Lo cual nuevamente es verdadero, pero solo cuando ecuaciones (29) se cumple. Nétese que el argumento fue
desarrollado en notacién de senos y cosenos, ahora aplique el mismo principio pero en notacién fasorial.
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Descripcién

Ecuaciones de Maxwell y guias de ondas

Ejercicio

m Dimensiones importantes son solo a 'y b, el largo de la
guia de ondas no es relevante

m Secciones de metal, conductor ideal o = c©

Figura: Guia de ondas.
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Descripcién

Ecuaciones de Maxwell y guias de ondas

El campo electromagnético de una guia de ondas estd dado por el siguiente set:

=0, Cy = Cwljroa sin (73() sin (wt — Bt), (32)
£ =0 My = fc% sin (":) sin (wt — B2) (33)
H, =0 H, = Ccos <7rax> cos (wt — fBz) (34)

Donde C es una constante y w = 27f. Las paredes de la guia de ondas son asumidas como un
conductor perfecto. Muestre que este coupled-set satisface las ecuaciones de Maxwell y determine las
condiciones de borde para las paredes y su carga superficial.
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Ecuaciones de Maxwell

m Las ecuaciones de Maxwell estan acopladas unas a otras, viz., si una variable es armdnica entonces
todas lo son

E(r,t)=E(r)e*" D(r,t) = D(r) " (35)
B(r,t) = B(r)e“! H(r,t) =H(r)e¥t (36)

m Esto simplifica las ecuaciones de Maxwell ya que su dependencia temporal se cancela:

V- D=p=V-D=p V.- B=0=V-B=0 (37)
oB oD
VxE=-""=VxE=-juB VxH=T+ == VxH=J+juD (38)
D | . . .
= Donde las cantidad p tamblen cont|ene.Em m También hemos botado por ahora los indices b
fasor (pero que no cambiamos la notacién),
. w (bound) y f (free)
e, p=p(rt) o :
m En general, cuando hablamos fasores % — jw = Continuidad: V- J = —jwp
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Ecuaciones de Maxwell de forma armdnica

m Entonces podemos describir las ecuaciones de Maxwell en forma arménica como:

(i) V-D=p (Leyde Gauss)

(i) V-B=0 (Sin nombre)

(iii) V x E=—jwB (Ley de Faraday)

(iv) | VxH=J+jwD

(Ley de Ampere + correccién de Maxwell)
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Ecuaciones de Maxwell de forma armdnica

m Y solo expresando el set en términos de dos campos Ey H

1
(i) V-E=-p (Leyde Gauss)
€

(i) V-H=0 (Sin nombre)

(iii) V x E=—juwH (Ley de Faraday)

(iv) V xH=(o+jew)E (Ley de Ampére + correccién de Maxwell)

m Lo que, nuevamente, para encontrar cada campo total solo se debe multiplicar por el termino

fasorial:
E(r,t) = Re [E (rejwr)}
EL3103
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 Funciones porencilcs [

Definicion de funciones potenciales

m Consideraremos solo materiales lineales, es decir que deben cumplir con la relacién (visto en Clase 4
y 5)
D=¢€, vy B=pH (48)
m Ademads consideraremos materiales que son isotrépicos y homogéneos

m isotrépico: permitividad y permeabilidad no dependen de la direccién dentro del material
m homogéneo: permitividad y permeabilidad son iguales en cualquier punto del material

m Permitividad y permeabilidad pueden ser expresadas entonces como un simple niimero
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gy "' veciora

Potencial vectorial magnético

m Tomando la ecuaciones de Maxwell (ii) V- B =0y de acuerdo a lo visto en Clase 0, debe existir
una funcién tal que:

B=VxA (49)
m Donde A es llamado el potencial vectorial magnético

m El cual fue definido anteriormente en términos del momento de un dipolo magnético
VxB=Vx(VxA)=V(V-A VA= 1T (50)

m Por lo general, uno podria agregar cualquier contenido extra a A y obtener siempre el mismo
campo B, por lo que se hace necesario poner condiciones

m Condicién de Lorentz! (Lorentz Gauge):

oV
V'A-FMGE:O = V- A= —jwueV (51)

INo hay mucha claridad a quién atribuirle este resultado, H. A. Lorentz o L. V. Lorenz, pero la mayoria de los libros de
electromagnetismo incluyen la letra t (Bladel 1991).
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Potencial escalar (no estético)

m Si consideramos la ley de Faraday:

oB 0
VxS——E——a(VxA) (52)
0A
m Similarmente por el cilculo vectorial podemos definir un potencial escalar como:
8+%?:—VV = E+jwA=-VV (54)

m Noétese que en este resulta, en el caso estdtico t = constante o campo armdnico, tenemos que el
potencial corresponde a el potencial eléctrico definido en electrostatica?

E=-VV (55)

m Al igual que en la notacién de la densidad de carga p, asumimos que puede o no depender de la

posicién y tiempo, similar la caso de V' que si puede depender del tiempo
2En la literatura ¢ = ¢ = V.
EL3103 29 de agosto de 2023 20/34
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Gauge de Lorentz

m Es importante destacar nuevamente que si sabemos el potencial, V/, en general, no es posible saber
el valor del campo eléctrico, también necesitamos A

m Desarrollando el término encontrado anteriormente
A
Pl
ot?

v (v A+ ﬂeav> =T (56)

Vx(VxA=pu P

m Lo que con la condicién de Lorentz entonces podemos eliminar el término del medio

m También existe una solucién similar propuesta por Coulomb (Gauge de Coulomb)3, pero no es
recomendada ya que interfiere con la relatividad especial

m Las ecuaciones potenciales para E y B pueden parecer complicadas y no muy féciles de digerir,
pero su gran ventaja es que estamos reduciendo el numero de variables a encontrar!

m Reduciendo efectivamente de 6 (componentes de E y B) a 4 (componentes de A 'y V), para el caso
estatico

3No es necesario saber esta matematica pero si saber que existe!
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Ecuacién de onda

m Al combinar las dos definiciones anteriores de potenciales, podemos encontrar que los potenciales
cumplen con las siguientes ecuaciones (que son un set de ecuaciones de onda)

82
AT =g (57)
o2V 0
2y _ .,V _ P
VeV —eu 52 . (58)
m Derivacién, empezando con la Ley de Faraday
oD
m Escribiendo la ecuacién anterior en términos de B, £ y luego en A, obtenemos
0E
VX(VXA):/,LJ—F,UGE (60)
0 0A

m Con lo que usando la condicién de Lorentz (ecuaciones 51) llegamos a ecuaciones (57)
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Ecuacién de onda

m Ya que los potenciales, vectorial magnético y escalar han sido expresados de forma similar, es
conveniente expresarlos mediante un operador (nico

m El cual es llamado d’Alambertian o d'Alambertiano

(i) 2V = —

1

—-P
€

m Esta representacién es muy (til en el contexto de relatividad especial, las cuales pueden ser

P=v2- o€

2

or?

(ii)

entendidas como la ecuacion de Poisson en 4-dimensiones

m También es llamada la ecuaciones de Laplace para 4-dimensiones

m En el Gauge de Lorentz A y V satisface la ecuaciones de onda inhomogénea, con una fuente al

lado derecho

EL3103
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Ecuaciones de Poisson y Laplace

m Para campos estaticos (ecuaciones 57 y 58) tenemos que las ecuaciones de potenciales se reducen

a la llamada ecuacién de Poisson
2
VA =—ul

m Si nos vamos al caso de electrostatica cldsica:

vy =_F

€0

VA =0

V2V = —g (64)

V (r) ! /lp (r') dt’ (65)

- dreg

A(r) = :’;/J(:)dr’ (66)

m Desde la ley de Coulomb para calcular el campo E, puede ser complejo realizar integrales donde la

simetria no ayuda

m En ciertos casos entonces es posible usar la forma diferencial de V/ (r) (solucién a la ecuacién de
Poisson) y usar la ecuacién de Poisson en forma diferencial

. . 2 2 2
m Recordemos que en coordenadas cartesianas el Laplaciano es: V2V = 887\2/ + % + %7\2/

EL3103
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Ecuaciones de Poisson y Laplace

m Si se desea aplicar la ecuacién de Poisson en una regién del espacio donde no existen cargas ni
corrientes, entonces estamos en presencia de la ecuacién de Laplace

VZA=0 (67)
V2V =0 (68)

La ecuacién de Laplace es fundamental para el estudio de la electrostatica

La ecuacién de Laplace es también muy relevante en fisica y aparece en el estudio de gravitacion,
magnetismo, transporte de calor y el estudio de burbujas de jabén

La solucién a la ecuacién de Laplace son también llamadas funciones arménicas

Por lo general, este set de ecuaciones se resuelve usando métodos numéricos
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Uso de las ecuaciones para potenciales

m Cuando conocemos los valores de los potenciales o sus derivadas en la frontera de la regidn
considerada es mas sencillo resolver las ecuaciones de potencial para obtener Ay V

m Con las ecuaciones de potenciales nos podemos saltar las ecuaciones de Maxwell para calcular los

campos £y B
2’A
V2A—euﬁz—ﬂj =B=VxA (69)
% 0 0A
2 — —_— = = — _—
VeV —eu 92 . =E& \A% ot (70)
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Ecuaciones de onda en términos de campos arménicos

m Si consideramos campos arménicos, las funciones potenciales también lo son, similar tratamiento a

las ecuaciones de Maxwell

m Nuevamente si usamos la representacién fasorial, e/“’t, podemos eliminar la dependencia temporal

del campo, i.e.,

) A ) 5
VA—EMW:—,LLJ = V°A+ cpw A= —pld
2V
VZV—eua—Q:—E = V2V 4 eV = P
ot € €

m Las ecuaciones de campos son stiper convenientes cuando es posible aislar t
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Superficie de radiacién o de antena

m En el caso particular arménico de una antena, la corriente es conocida y es posible resolver las
ecuaciones de potenciales para obtener los campos:

V2A + 3°A = —pJ (73)
m Con 8 = w,/u€ una constante (que serd llamada constante de onda plana), expandiendo
Jy —ipr’
V2A, + B2A, = —udy S A= X gy (74)
47 s
Je—iBr
v2Ay + ﬁsz = —pdy = Ay = ﬁ/ - dv’ (75)
47 v S
Je—iBr
V2A, + A, = —ud, A =L 2 gy (76)
4 v S
m Combinando tenemos la expresién:
Joe—iBr’
Al / LY (77)
4 v S
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Superficie de radiacién o de antena

m Donde Jg sin el factor exponencial dependiente de la posicién
m Inicialmente generalizamos la expresién para un campo arménico como:

E(r,t) = Egei(kr—w) (78)
m Donde el vector nimero de onda k en ingenieria es cominmente expresado como:
27
k:T:ww/,u =4 (79)

m La ecuacidn es solo posible resolver al asumir que la velocidad de la luz es finita, y de valor

u= (,ue)%, lo que veremos en la préximas clases

m Entonces J (r,t) = Joe 1B T—«0)

m Finalmente si se conoce la distribucién de corriente en la superficie de la antena Jg, de la condicién
de Lorentz

-A -A
v e ioas V(A
jwe jwpe

m Con lo que dado el potencial vectorial magnético se puede obtener la distribucién eléctrica de una
superficie (ver Paul & Nasar 1998, capitulo 9)
EL3103 29 de agosto de 2023 29 /34
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Solucién ecuaciones de onda para campos armdnicos
m Recordemos que en el caso estdtico tenemos que
==Ly vlA=_u (1)
€

m Con su solucién ya vista anteriormente

Vi(r)= - /p(r/) dv, y A(r) = “/'j(rl)dt’ (82)

" Arme s T Ax s

m Las ecuaciones de onda para campos arménico poseen una resolucién formal matemdtica, aunque
es dificil de implementar, no las demostraremos aqui, pero sus soluciones son:

J(r) _
A(r) = % / Qeﬂswwﬁ dt’ (83)
/
V(r) = % / LA\ (r )e_js“"/’E dt’ (84)
e S
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Solucién ecuaciones de onda para campos armdnicos

m Por tanto si sy es la maxima dimensién de algin volumen, y si la exponencial
e ImeVIE T e, Smaxwy /e K 1 (85)

m Entonces cualquier caso arménico que dependa de t puede ser aproximado a un caso estatico!

m Esta condicién es también llamada bajas frecuencias y cualquier método de campos estaticos puede
ser usada para resolver el problema

m Por (ltimo, recordar que para los casos generales que hemos analizado durante la clase, en general
las siguientes relaciones no se cumplen

1 p(r,t) . J(r,t) xs
g(r, t)#rm/%sd’tl, y B(I’, t)#%/%d’tl (86)
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Resumen de otras variables

Nombre Name Simbolo Unidad SI
Campo vectorial magnético Magnetic vector potential A(r,t) Vsm™!
Vector de Poynting Poynting vector S(r,t) Wm~—2
Potencial escalar Scalar potential V(rt) V
Constante de onda plana Plane wave constant B radm™1!

Cuadro: Lista de variables usadas en campos armdnicos.

m Notese que las variables V/, p poseen la misma notacidn en el caso estético y variable en el tiempo
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Resumen

Hemos re-definido los conceptos de potenciales vectorial y escalar

Primero visto matematicamente en Clase 0

E re-definido en electrostitica como E = —VV y electrodindmica (campos arménicos)
E=-VV —-jwA

A re-definido el potencial vectorial magnético (aunque siempre como un herramienta matematica)

Gauge de Lorentz — una condicién matematica para resolver sistemas de potenciales

Hemos definido las ecuaciones de Maxwell en términos de campos armédnicos y asi definir una
nueva clase de soluciones

m Vimos las ecuaciones mas importantes de electrodindmica: ecuaciones de Poisson y ecuaciones de
Laplace (con y sin fuente respectivamente)

m Préxima clase: 1.4 métodos de la resolucién de las ecuaciones de Poisson y Laplace
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