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Modelos de Regresion

Un modelo de regresion se usa para modelar la relacion de una variable
dependiente y numerica con n variables independientes X., X, ..., X_.

A grandes rasgos queremos conocer el valor esperado de y a partir los
valores de Xx:

4“(y|X‘| y X2, . . -,Xn)

Usamos estos modelos cuando creemos que la variable de respuesta y
puede ser modelada por otras variables independientes también conocidas
CcomMo covariables o atributos.

Para realizar este tipo de analisis necesitamos un dataset formado por m
observaciones gue incluyan tanto a la variable de respuesta como a cada
uno de los atributos.

Nos referimos al proceso de ajustar una funcion de regresion al proceso en
que a partir de los datos inferimos una funcion de hipotesis h que nos
permite predecir valores de y desconocidos usando los valores de los
atributos.



Modelos de Regresion

A este proceso de ajustar una funcion a partir de los datos se le llama en machine

learning como entrenamiento.

Se entiende que las funciones aprenden a partir de los datos.
Como necesitamos observaciones donde el valor de y sea conocido para aprender
la funcion, se le llama a este tipo de técnicas como técnicas de aprendizaje

supervisado.

Cuando y es una variable categorica hablamos de un problema de clasificacion.

Learning Algorithm

DataSet
T1,T2,...,Tn| Yy
T1,L2,...,Tp| y
L1y oo g din Yy
T1,L2,...,Tp| y
T1,T25...,Tn| Yy
L1,Z2 Lnl vy

l Hypothesis Function
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Modelos de Regresion

En la regresion lineal simple se tiene una unica variable independiente x para
modelar la variable dependiente y.
Se asume la siguiente relacion lineal entre la variables:

Yi = Bo+BiXi+¢€ Vi

El parametro 3, representa el intercepto de la recta (el valor de y cuando x vale
Cero).

El parametro [3, es la pendiente y representa el cambio de y cuando variamos €l
valor de x. Entre mayor sea la magnitud de este parametro mayor sera la relacion
lineal entre las variables.

Los valores g, corresponden a los errores asociados al modelo.

Tenemos que encontrar una funcion lineal o recta hB que Nos permita encontrar
una estimacion de y, ¥ para cualquier valor de x con el minimo error esperado.

h(x) = Bo + B1X



Minimos Cuadrados

e El método de minimos cuadrados ordinarios se usa para estimar 8o ¥ 51
minimizando la suma de l0s errores cuadraticos (SSE) de los datos
observados.

e Supongamos que tenemos m observaciones de y y de X, calculamos la suma
de los errores cuadraticos (SSE) o E de error de la siguiente forma:

E =2 (i —h(a)* = > (% = Bo — B1x)’ (1)
=1 =1

e Para encontrar los parametros que minimizan el error calculamos las derivadas
parciales de SSE respecto a 3,y B, . Luego igualamos las derivadas a cero y
resolvemos la ecuacion para despejar los parametros.



Minimos Cuadrados (2)

e Del sistema de ecuaciones anterior se obtienen las soluciones
normales:

Xl =R~ 7)

= TS - )2

(4)

Bo =¥ — B1X (5)

e E| modelo ajustado representa la recta de minimo error cuadratico.
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Coeficiente de Determinacion R?

Una vez ajustado nuestro modelo lineal debemos evaluar la calidad del
modelo.

Una medida muy comun es el coeficiente de determinacion R2.

Para calcularlo debo calcular otros errores distintos a los errores cuadraticos
SSE.

Se define a la suma cuadratica total (SST) como el error predictivo cuando
usamos la media y para predecir la variable de respuesta y (es muy similar a la
varianza de la variable):

m
SST=) (vi—¥)?
i

Luego tenemos a la suma de los cuadrados explicada por el modelo (SSM)
gue nos indica la variabilidad de los valores predichos por el modelo respecto a
la media.

m
SSM = (i —¥)°
i



Coeficiente de Determinacion R?

Se define el coeficiente de determinacion para un modelo lineal R? como:

mes. )2
RZ s SS_M s Zlm(yl {)2 (6)
SST > (Vi—Y)
El coeficiente adquiere valores entre O a 1 y mientras mas cercano a 1 sea su
valor mayor sera la calidad del modelo.

El valor de R? es equivalente a la correlacion lineal (Pearsons) entre y e ¥ al
cuadrado.

R? = cor(y, 7)?



Regresion Lineal Multiple

Supongamos que tenemos n variables independientes: X, X,, ..., X .
Intuitivamente, estas variables en conjunto podrian explicar de mejor manera la
variabilidad de la variable de respuesta y gue un modelo simple.

Se define un modelo lineal multivariado de la siguiente manera:
Yi=PBo+B1Xi1+ BoXiz+ -+ BnXin+e€ Vie{l,m}

En el modelo multivariado se extienden todas las propiedades del modelo lineal
simple.
Se puede representar el problema de manera matricial:

Y = X8+ ¢

(}’1\

Yo

U

Donde Y es un vector de m x 1 de variables de respuesta: Y=




Regresion Lineal Multiple

e X esunamatrizde m x (n + 1) con las variables explicativas.
e [enemos m observaciones de las n variables.

e La primera columna es constante igual a 1 (x. , =1 Vi) para incluir la variable
de intercepto [3, de manera limpia.

/X1 0 X{i XjB X1,n\
X2.0 X2,1 Xon =E X2.n

X —
\Xm,o Xmil Km2 o Xm,n/

e [uego, B es un vector de parametros de (n + 1) x 1
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Regresion Lineal Multiple

Finalmente, £ es un vector con los errores del modelo de dimensiones m x 1.

rh

\Gm/
Usando la notacion matricial, podemos ver que la suma de los errores
cuadraticos (SSE) se puede expresar cComo:

SSE = (Y — XB)" (Y — XB)

Minimizando esta expresion derivando el error en funcion de (3 e igualando a
cero se llega a las ecuaciones normales:

B=X"X)"1x"Y



Supuestos del Modelo Lineal

Cada vez que ajustamos un modelo lineal estamos asumiendo
implicitamente ciertos supuestos sobre los datos.

La variable de respuesta se

O/l Linealidad relaciona linealmente con los
atributos.

. Los errores tienen distribucion
() Normalidad - )
normal de media cero: € ~ N(0, 6%)
. . Los errores tienen varianza
Homocedasticidad . ,
constante (mismo valor de ¢¢).
Los errores son independientes
entre si.

()4  Independencia




Interpretacion Probabilistica

Considerando los supuestos anteriores podemos ver que la densidad de
probabilidad (PDF) de los errores € se definen por una normal de media cero y
varianza constante:

1 €2
PDF(¢;) = - exp (— 2(;2>

Esto implica que:

. — Ralx:))2
PDF(yil|xi; B) = \/21_7m exp (— 3/ 2(;32()(’)) )

Lo que implica que la distribucion de y dada los valores de x y parametrizada
por (3 sigue una distribucion normal.

Luego si uno estima los parametros de 3 usando una técnica de estimacion
lamada maxima verosimilitud llega a los mismos resultados que haciendo
estimacion por minimos cuadrados.

Esto nos dice que cuando estimamos los parametros del modelo usando
MiniMos cuadrados estamos realizando las mismas hipotesis probabilisticas
mencionados anteriormente.
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Meétricas de Evaluacion

Algunas métricas usadas para evaluar modelos de
regresion:

Error cuadratico medio (RMSE)

m

RMSE(X, h) :\/i Y (h(x") - y(’>)2

mi=1

. Error absoluto medio (MAE)

MAE(X, k) = .- 3 1|h( x) - )



Entrenando un modelo lineal

Una forma alternativa a ver el problema de regresion es definiendo una funcion de
pérdida L(y, y), indicando |la pérdida o error de |la prediccion de y cuando la
salida verdadera es .

Una funcion de pérdida calcula un valor escalar a partir de y e .

Una funcion de pérdida a usar para regresion es el error cuadratico medio
(MSE), que es el SSE normalizado por la cantidad de ejemplos.

MSE = — Sy — h(x))? 7)
=1

El objetivo del entrenamiento es minimizar la pérdida en los datos de
entrenamiento.



Entrenando un modelo lineal

La regresion lineal es un caso particular de modelo de regresion donde los
parametros tienen solucion exacta (ecuaciones normales).

Alternativamente, una regresion se puede entrenar usando metodos iterativos
basados en gradientes.

Se calculan los gradientes de los parametros con respecto a la pérdida L, y se
mueven los parametros en las direcciones opuestas del gradiente.

Diferentes metodos de optimizacion difieren en cOmo se calcula la estimacion
del error y coOmo se define el movimiento en la direccion opuesta al gradiente.



Descenso del Gradiente
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Figure 4.1: Gradient descent. An illustration of how the gradient descent algorithm uses
the derivatives of a function to follow the function downhill to a minimum.

e |magen sacada de [1].



Descenso del Gradiente

J(w) ' __— Gradient
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e |Imagen sacada de:
https://sebastianraschka.com/images/fag/closed-form-vs-gd/ball.png



https://sebastianraschka.com/images/faq/closed-form-vs-gd/ball.png

Descenso del Gradiente

e |magen sacada de: https://www.coursera.org/learn/machine-learning



https://www.coursera.org/learn/machine-learning

Descenso del Gradiente Online
Estocastico (SGD)

e Se inicializan los parametros w con valores iniciales (o0 pesos) aleatorios.
e Por cada dato de entrenamiento (X, y) calculo L con el valor actual de w y
actualizo los parametros usando la siguiente regla hasta converger:

Wj <— W, U?Vf(x ,¥) (Paratodos los pardmetros W)

Algorithm 2.1 Online stochastic gradient descent training.

Input:

- Function f(x;®) parameterized with parameters ©.

- Training set of inputs xq,...,. x» and desired outputs yq,..., Yn-
- Loss function L.

1: while stopping criteria not met do

2 Sample a training example x;, y;

3: Compute the loss L(f(x;:0), y;)

4 g < gradients of L(f(xi;0), yi) wrt ©
5 O«—0O—ng

6: return ®



Descenso del Gradiente Online
Estocastico (SGD)

e [ atasa de aprendizaje n puede ser fija a lo largo del proceso de entrenamiento o
se puede decaer en funcion del paso de tiempo t.

e El error calculado en la linea 3 se basa en un solo dato de entrenamiento vy, por
lo tanto, es solo una estimacion aproximada de |la pérdida total L que queremos
minimizar.

e FElruido en el célculo de la pérdida puede dar lugar a gradientes inexactos (un solo
dato puede proporcionar informacion ruidosa).



Funciones de Pérdida para
clasificacion

El MSE es una funcion de pérdida para entrenar modelos de regresion. También
se puede tener funciones de péerdida para entrenar modelos de clasificacion.

Hinge (funcion bisagra): para problemas de clasificacion binaria, la salida del
clasificador es un escalar y y la salida deseada y esta en {+1, —1}.

La regla de clasificacion es y = sign(y), y la clasificacion se considera correcta
cuandoy -y > Q.

Lhinge(binary)(}?a Y) — méx(O, 1 — Y- ;’)

Esta es la funcion de pérdida de la SVM (hiperplano de maximo margen).
iPodemos entrenar una SVM lineal usando SGD!

¢, ES max una funcion derivable”? Para aplicar SGD a max(0, x), el valor del
gradiente es 1 cuando x > 0 y O para el caso contrario.



Regresion Logistica

Una regresion logistica es un modelo de clasificacion que estima la probabilidad
posterior P(y|x) de una variable binaria y dado los datos observados x ajustando
un modelo lineal a los datos.

Los parametros del modelo son un vector de parametros w.

Si asumimos el termino de intercepto como 1 x, = 1, tenemos una funcion lineal
de la siguiente forma:

n
y=> wxi=w'x (8)
i—0

Para darle una interpretacion probabilistica a la salida, transformamos y al intervalo
[0, 1] usando una funcion sigmoidal:

1

9(2) = - e (9)




Funcion Sigmoidal

1.0}
$(z) = —
Z > — ¢
14+e72
Z 0.5}
0.0




Regresion Logistica

Esto se puede resumir en la funcion de pérdida logistica:

Llogistic(ya}/) = —ylogy — (1 —y)log(1 —y)

Esta funcion de pérdida es entonces el negativo del log-likelihood de un
modelo probabilistico donde P(y|x) sigue una distribucion de Bernoulli.
Muchas funciones de pérdidas son el negativo de una funcion de
verosimilitud.

Entonces, minimizar la pérdida equivale en esos casos a realizar estimacion
por maxima verosimilitud.

iPodemos entrenar una regresion logistica usando SGD!



INntroduccion a las redes
neuronales

Una gran limitacion de los ceitct Hing Plot
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También se pueden entrenar con

meétodos de gradiente.




INntroduccion a las redes
neuronales

Una neurona es una unidad computacional que tiene entradas y salidas
escalares.

Cada entrada tiene un peso asociado w.

La neurona multiplica cada entrada por su peso vy luego las suma (tambien
se pueden usar otras funciones de agregacion cComo max).

Luego aplica una funcion de activacion g (generalmente no lineal) al
resultado, v la pasa a su salida.

Varias neuronas pueden agruparse en una capa de neuronas.

La salida de una capa puede pasarse como Input a otra capa de forma de
cascada.

A este tipo de redes se les conoce como Feedforward Networks o
Multi-Layer Perceptron.



Feedforward Network de dos

capas
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Funciones de activacion

e | afuncion de activacion no lineal g tiene un papel crucial en la capacidad
de la red para representar funciones complejas.

e Siquitamos la no-linealidad aportada por g, la red neuronal solo podria
representar transformaciones lineales de la entrada.

sigmoid(x) tanh(x) hardtanh(x) ReL.U(x)
1.0 1.0 1.0 1.0
0.5 / 0.5 0.5 0.5 /
0.0 0.0 0.0 0.0
-0.5 -0.5 -0.5 -0.5
-1.0 -1.0 -1.0 -1.0
6 -4-20 2 46 6 -4-2 0 2 4 6 6 -4-2 0 2 46 6 -4-2 0 2 46
o o o o
dx dx dx dx
1.0 1.0 1.0 1.0
0.5 0.5 I -\ 0.5 0.5
A
0.0 0.0 0.0 0.0 | =————
-0.5 -0.5 -0.5 -0.5

-1.0 -1.0 -1.0 -1.0
-6 -4 -2 0 2 4 6 6 -4 -2 0 2 46 6 -4 -2 0 2 46 -6 -4 -2 0 2 4 6

Fuente: [2]



Redes Feedforward

La red feedforward de la imagen es una pila de modelos lineales separados por
funciones no lineales.

Los valores de cada fila de neuronas en la red se pueden considerar Como un
vector. o

La capa de entrada es un vector de 4 dimensiones X vy la capa de arriba es un
vector de 6 dimensiones h

En esta notacion asumimos que los vectores son filas y los superindices
corresponden a capas de red.

Esta capa de conexion completa se puede ver una transformacion lineal de 4 a 6
dimensiones.

Una capa de conexion completa implementa una multiplicacion vector-matriz:

h=XW

El peso de la conexion desde la neurona i en la fila de entrada hasta la neurona |
en la fila de sali@a es W[i,j] .

Los valores de h se transforman usando una funcion no lineal g que se aplica a
cada elemento antes de pasar como entrada a la siguiente capa.



Capa comp
mu

elm

tipl]

entamente conectado como una
cacion vector por matriz

Wil Wi
T = |%1,T2, %3] W = | Wy 1 W 2.2

~ Wa1 Wa.,
h =W 3,1 3.2

TW = [fl * ”11 + rz * ”21 + I3 * ”;1 § ;fl * ”12 -+ 72 * ng + I3 * ”;2]

h = [hy, ho]



L a red como una funcion

e | ared feedforward de la imagen es una pila de modelos lineales separados por
funciones no lineales.

NNyLp2(X) =y
h' = g'(xW' + b")
h? = g?(h' W2 + b?) (10)
V= PRWA
y=(9%(g' W' + b")W? + b*))W°e.



El Grafo de Computo

e [ asredes neuronales se entrenan usando descenso por gradiente.

e [n teoria, se podrian calcular los gradientes de los diversos parametros de una red a
mano e implementarlos en codigo.

e [ste procedimiento es engorroso y propenso a errores.

e [Es preferible usar herramientas de derivacion automatica [3].

e Un grafo de computo (computation graph) es un grafo capaz de representar
cualquier proceso de computo matematico (gj: evaluar una red neuronal).

e (Considere, por ejemplo el grafo computacional para (a* b + 1) * (a* b + 2):

P
>
‘\

~
\\
4

o

e [l calculo de a * b es compartido.
e | a estructura del grafo define el orden del calculo en términos de las dependencias
entre los diferentes componentes.



El Grafo de Computo

El grafo de coOmputo nos permite:

1. Construir faciimente redes neuronales arbitrarias.
2. Evaluar sus predicciones para una entrada dada (forward pass)

Algorithm 5.3 Computation graph forward pass.

1: fori=1toN do
2: | 7. 3F am = 1 L(i)

3: v() « fi(v(ay),..., v(am))

3. Calcular los gradientes para sus parametros con respecto a funciones de pérdida arbitrarias (backward
pass o0 backpropagation).

e [l algoritmo de

Algorithm 5.4 Computation graph backward pass (backpropagation).

= backpropagation
t: d(N) « 1 T (backward pass)
zforieN-Aimlde o N IN 3 esencialmente sigue la
5 d0) < Ljern d0) - 57 Sl regla de la cadena de
et derivacion.

e Un muy buen tutorial del algoritmo backpropagation usando la abstraccion del grafo de computo:
https://colah.github.io/posts/2015-08-Backprop/



https://colah.github.io/posts/2015-08-Backprop/

SGD por Mini-batches

SGD es susceptible al ruido inducido por un unico ejemplo (un outlier puede
mover mucho el gradiente).

Una forma comun para reducir este ruido es estimar el error y los gradientes
sobre muestras de m ejemplos.

Esto se llama minibatch SGD.

Valores grandes para m dan una mejor estimacion del gradiente en base al
dataset completo, mientras que valores mas pequenos permiten realizar
mas actualizaciones y converger mas rapido.

Para tamanos razonables de m, algunas arquitecturas computacionales (i.e.,
GPUs, TPUs) permiten paralelizar SGD eficientemente (es la unica forma de
entrenar redes de muchos parametros en tiempo razonable).



Descenso de Gradiente Estocastico por
Mini-lbatches

Algorithm 2.2 Minibatch stochastic gradient descent training.

Input:
- Function f(x;®) parameterized with parameters ©.
- Training set of inputs x1,. .., x» and desired outputs yq,..., Yn.

- Loss function L.

1: while stopping criteria not met do

2 Sample a minibatch of m examples {(xy, y1),..., T
3 g <0

4: fori = 1tom do

5 Compute the loss L( f(xi; ®), yi)

6 g < g + gradients of %L(f(x,- :0), y;)wrt ©

7 ®<_®_’7ng
8: return ®

Fuente: [2]



Comentarios

Las redes neuronales son modelos muy poderosos para regresion y
clasificacion.

El uso de redes con varias capas se llama popularmente como Deep
Learning.

Existen arquitecturas de red que son buenas para aprender
representaciones sobre datos complejos: texto, imagenes, audio, video.
Arquitecturas famosas: redes neuronales convolucionales, redes
recurrentes y redes de atencion.

La alta capacidad de estas redes las hace muy proclives al overfitting.
Hay varias técnicas para mitigarlo: regularizacion, drop-out, batch
normalization.



Frameworks para Deep
| earning

Varios paquetes de software implementan el modelo de grafo de
computo. Estos paguetes implementan los componentes esenciales

(tipos de nodo) para definir una amplia gama de arquitecturas de redes
neuronales.

1. TensorFlow (https://www.tensorflow.org/): una biblioteca de software de
codigo abierto para calculos numericos utilizando data-flow graphs
desarrollados originalmente por Google Brain Team.

2. Keras: API| de redes neuronales de alto nivel que corre sobre Tensorflow y
otros backends (https://keras.io/).

3. PyTorch: biblioteca de codigo abierto de aprendizaje automatico para
Python, basada en Torch, desarrollada por el grupo de investigacion de
inteligencia artificial de Facebook. Es compatible con la construccion de
grafos de coOmputo dinamicos, se crea un grafo de computo diferente desde
cero para cada muestra de entrenamiento. (https://pytorch.org/).



https://www.tensorflow.org/
https://keras.io/
https://pytorch.org/
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