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Auxiliar 1

Parametrizaciones e integrales de linea

Profesor: Ariel Pérez
Auxiliares: Bruno Pollarolo y Sebastidn Flores

[Parametrizaciones tipicas|
Encuentre una parametrizacién para las siguientes curvas (todas recorridas en sentido antiho-
rario:
a) La pardbola dada por y = 22, con x € [0,a], a > 0.
b) Tridngulo contenido en el plano = + y + z = 1 en el primer octante.
¢) Una elipse centrada en el origen con semiejes a y b en el plano z = 2.
)

d) La curva que resulta de la interseccién entre el manto cilindrico de ecuaciéon 22 +y?> —1 =0
y el plano y + 2z —2 = 0.

[Longitud de arco]
Dada una curva C' descrita en coordenadas polares (7(r,¢)) por la ecuaciéon r = f(¢), con
¢ € [a,b], se pide demostrar que su longitud de arco es

b dr\?
L= 24— ) d
[y ()
Utilice este resultado para calcular el largo de la cicloide de ecuacién r = A(1 4+ cos(¢)).

[Integral de linea]
Se pide calcular la siguiente integral:

—

/(IZy, 2y, x) - dr
T

A lo largo del camino cerrado I' limitado por los arcos I'y, I'y y I'3 dados por las ecuaciones:

Iy ={2* 492 +2°=1,2=0,y>0, 2> 0} (1)
I'y={2r+2=1,y=0, x>0, z >0} (2)
M3={42 +¢y*=1, 2=0, 2 >0, y > 0} (3)

[Lemniscata] (Propuesto)
Parametrice la curva plana I' C R? cuyos puntos satisfacen que el producto de las distancias a
2 focos en la abscisa (d,0) y (—d,0) es constante y verifican la siguientes relacion:

(xZ 4 y2)2 — 2d2(1’2 o y2)

Una vez parametrizada comente en relacién a su continuidad ;Con un sélo intervalo para la
variable se recorre toda la curva? jen qué podria afectar si esto no es asi?
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0\] Parolbol & 46 ecuacion \/:x" xe [0,0). Primero

hnetmed_tn_dibujo: Paro porometrizar debemos escribin

Hy=x" X ey en Funcion de thor vowria ble
o elecvion. En este conso estaal ver
. que: -F»(t':(t'tll te[0,0)

2l wmple 10 pedido

b] Pavometrizacion ) triangulo formado por
linfer seccion M| plono X+y+z=1 Y los eys
coordinodos en e\ primer octante (X, Y,270)

Primero hacemos undibvyo dgl plano e identiricames
o5 o105 de interseccidn con los ees:

.\ Los ples. dg (\ 9e hallan imponien
ecc- %) plono el yaloc

plano Xty+2= 7

Calculodss los plos ) Para Po\mme*l"l' 20\ el Jhm'oin%u\o VEmoS
los se%men'lob & recto Qe los vnen, recordando [\
expresion %eheml dt pprometrizocidn de unan recto, .

_\?am mefrizoeion rectos
Mt)=L P +(107: teCo)
| Y plo inicial

Pe. 910 fina)

Definimoy 10 rectag como sichve;



i, ’Pi:;(/llo‘o\ n’}’p(olﬂlo\
=) T;'(t)zt(o,f\.o) +(1-1)(1,0,0)
= {1-t,1,0)] teloA]
e Pi=(oh0) A Te=(000)
=) Fl(ﬂ:t(0,0"\)‘%(’\‘H(Oﬂ,o)
:(qu_tlt” te[oln

M Piz(0,0,0) A Pe=(1,0,0\
= %lﬂ = 1(1,0,0) + Y\—t)(O,O,ﬂ_]
= (1, 0,14-t)| t €1

0] Uno elipse ot Semiees o Y b con 2=-2.

ST ok dine 0D)
‘ ' X?_ % li: /_L
bl

/ B
Notemeos c\ue ln eleccion X= O\COG(H N Y:: bain(ﬂ A=)
cwmple con todas lag ecs ([X/Q]1+(y/o\\1=q A :L:L\.Por tonto.

F(t)=(acos(t), bsin(t),2)  telo,m)

Ao lo \]/Ubl‘ra\
Completo

d\ Interseccion entre >(Z+yl—1:0 e YJr:):‘Z‘-OKecsa‘ibiendu

x2+7": 1 ()

7 t2=1L (1
Notamos que | eleccion  X= cos(t) n Y:Sin(t} Sovieface (1)
Ahoren reescribomos (1\3

2= L-Yusin(t)
=2-5in(t)
Par lo gue lon parawme Tri2acidn completon €5
Tt )= (costt) sintt), 2-sinlt)  tefo,21m)



m
&pide cmlou\or |0~ \Qn%iJwO\ ® arco e mon wrva C
descrita  en coordenadas po lores =) 7= 'F(r'm cah r:{.(gj]
Lo perawnettizacion clasica X polaves :

X = £Cas(9)

y:rsin(ﬂ pelab)
=) 7(9)= (F(8) cos(8) £ (#)sin(9)\
Pecordondo formula d  longyted de orco o portic dt pora
metrizancion : b 1 g2 4
- L= |l S5 ds
Colcvlemos ;R Jf
- (cosg df; -Fsing, sing gL+ feosg)
datando norma

|| %_—-g 1= ( (cose %%—¥Sin¢\2+(sm¢g—; el
= (%-20\1 COS’(¢) *li%%mwﬁ - M+%‘;j\!5iﬂzd
+ﬁ%~%é%w Flcosl(é)/'/z B
- (22¥s 7] (costp s5ima).
(BEETET
Como r= H(ﬂl lov |onc3'|+0d de, wrvo qUCdG\I

- [o [P (1 o

Aplicando o, formula.  pore - A (1+cos(g)) g€f0,2m)

r1+(dp - JrF\cosgﬂlJr - Asing -
W\ :@\14— Alcosd +'(2Azcosg§ ]’ Alsiatp

= lﬁz +2A7‘cosq$
~2A*( N +cos 8)




=) gzﬂﬁﬁz(/lmosjﬁ\ dd
- @A (Mreos dg

Hociendo Ugo di identidodes 1rioohometricans:

Cos"(%):“ hx C"’Z”(’g)

= N4 o5(p )= Leos® (%]

Reemplazondo :

L= Aﬁj rioosl(_é dg@
=2A 7| cos ﬁ)l dg

\_

9 L-2A[fs cos(2)dg - § o03(5)ds )
-ZA('L[sm z,] sinfo) | “Z[W{rl{s’"‘ ]n
= 84




M Piden calwlar lo syte infcacal 0¢ |ynea cerrgo
sobre [

j\)r' (xl\lizﬁx)' i

Dondg M se eseribe como la vnion g 3 caminos
M, los cvales se definen por ecc dadas:
(‘,‘: {x1+ .1+-11:/\ ) ,\.(=O, %ZO' 77/03
(ciranfeencio unitariaen
plano Y1)

Pz:{2x+%=1 ) Y=0,220,x20X

[recta. de ecc 2x+2-1 en
plano X2)

May=L4x+y2-1,2:0,x20,y70 §
( elipse de ecc cononica X1y 4=
enplano X )
E| dibvjo de Ja sitvacion e el sgte:

-{%3 ( X’Y'Zr' X)
Y la inteqyral de linea , por faanto, se puede calcolar como .

A L

L1
R NG

* ha\/ ote calcular €Stas 2 cosay yeshnmos



?o\ro\me’rnm.oh P»\ (CII’OUFF unifana en plang 12):
r(t] (0, cos(tl 3mlt|)
te OTh]

F (Rt g0,2w6tb\ 0)/ == (r2y
#(t]=[0,~sin(t), costt)
= S (0,2eoslt),0)-(0,-sinlt), coslt])] dt
- jml-Zcoslt] sin(t)dt
- SOM- sin(ttldb

- jow sin(zt)dt -4
%[co&(lﬂ]“" =—(C°7(i—) fp{o'

= {'LM% ’4|¥—=0. Y20, x;,O}
Recta. (t]= A + ¢ [B- A
A=[00,1)

B* (3 OJO)

-") Pz(t) (004)+t(2)0 -1
( - (1|0l4 t) )
/A

fﬂtny'(g.'o.‘—,,)

—
o
—
—

, telon

70 'T'll/



r"L tl (zl )

](omzj( th .
BRI U

0

(%\L =1,2=0, x20, Y203

Parametrizacion elipse -
r(t)- (Qcoslt] bsin(t) 0,

oy b semieies elipse

=) ralt]:( %coglt)' s&n(ltl,())
(7o) = Ecas(sinlt)  2sin(t) Aeosh)
st ("mn(t\ cos(t) O)
=) s (-’lcoo(t)sm[t\ Bin(t],0) (-3 sinlt), coslt], 0)
: —S o §C0S (t)sint(t)at + jlsmlt,wf?(t\
= 323?1(2005(1:\5:“&]) dt + So/zélh(ltlﬂlt
et gl
__’L S“"’I—wzl‘lt]dt + 1
- -61‘%[{.. éih&ﬂﬂ)l:'l y
= "mgtd

W

Y la .n#e%ral final es:
QPF dQ I1'|‘ t = '-/f

RN




ﬂ

E ) obitivo de esto prequnia es paromgirizar |a cwva
e Wsptes satisfacen que el pl‘odudo d la distancia
a1 foos enel eje d las abscisas (-d, 0) y (0,d)
es cte. Esto se traduce en:

2P _
! PF, . 9F, = Cle = 24
» " ‘ =, Deestaex seobtione la Formulo,

de la lemniscato, Que €5
ey =2y

ecC ¢ \a lemniscato, de
Bernoull,

Queremos posametritar esta corvo por tanto debemos
& FniC una variable vy eScribic es caordemadas

X €y en funcion d ella . Generalmente cuando Leamay
cosas del estilo afx? +77') Seron bueno paso a coord.
polaces yogue se facilitiralin los calculos. E) cv
uoval es:

x = rcas(9)
Y= V‘S'm(ﬂ)
Reemplozando en o ecc & la curva,:

(] +y‘)z:7. dI(X1~Yl )
(r{codd +5in10n1: 14t (COQ’LG —5m‘e\
"‘ G2 " cos(‘lte\
r'=2d"r cos(29)

= r‘:dﬁcoo(lea\‘“
Conesto expresion paca, * VOlvemos o nuestras ecc

y § o

sorametrticas pora’x" eV y reemplazamos :




X =d\2¢05(28) 'cos(9)
Y =d{Zcos(26) 5in(9)

Que es gestamente [0 que buscabamos por lo qe lon
PACAEHIZACiOn Serd

r(9)=9{Tcostia) (cos(e), sin(o) )
No abstante falta definic en que infervalo e
mueve 9! |ntuitivomente 1o respucsto. es [0,21)

Sin embago hay unproblemo, . Recordando expresion
PAra r:

= d{Zcas(29) /La raiz NG pueay sev
hQChQ\ iva |1 Y(;af,ﬁ,@‘
o siempre es >0

Gro@iaf\nmos cos(28) pam ver Sigros mejor-:
1 £(9)=cos(20)

70 \AL - ANA oF e S
A <0 6

Folo estan  ermitidos intecvalos - 0

Par lo que uh \atervalo posib|€ AT O, Q es ["-“/k\,“/‘ﬂ ‘

pero pavas recarrey Tada la le mMniscato no basta
CoN 66’?6(50\0 recorre |a mi’rad)

d=1  9el-my,Tm)




Pocan recovrer o offo mitag ha Que moverse o
otfo inte rvalo permitido, por JJ (3mA, 5T /)

no obstonle el salto no es continvo 1o que NO €D
descable para colcvlar inttqraley oe [{hea sobre
Todo el camino por €j. LA Solucion o e3to €5 encontroc
O*VapmromeJrPitocic{(\ a partic de |a anterior,
Esta lo haemos con algunos identidades frigong
metCicos Un poco antogadizas | Pero tienen ratone
mag, Profundas que & escapan UN vaco | Foco.
son |ag 5%*(:5-,

+ os(0) = ==, *Sin (g)- f2nl0]
- tanifo] )
_d=1an {9

) +fant(9)

reemplazondo  en:
x = o|{Zcos(20) c0s(9)
Y = d\2cos(10)' 5in(9)
X= d I? \1-Ton'9
A +tonte
- 1ton 0 {1-ton®®
7 =d{7 A +tanto
Realizanda el st Cv (cambio de Variable):
Tong =cos
e [u,m)=) fan0€(-1,1)
=)cosYe(-1,1]

=) Yeloan
Ademds sin ={ 1-cos’\ | PoC 10 que 1o expresion

pacametrica Fing) €9

""dﬁ'%ilc;rév

) in¥ cos? eform}
f-der satest | e

Lo cual €5 continuo Yy recorre todo lo lemniscoXo..




