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Pregunta 1 (2 puntos cada una) Sea f : R? — R dada por la férmula

0, (z,y) = (0,0),

f(x,y) = 2 2 1
(z* + y*) arctan (\/m), (z,y) # (0,0).

1. Calcular, si existen, las derivadas direccionales de f en el origen.

Solucién. Por definicion, sea v = (v, v2) tal que v¥ + v3 = 1. Entonces

t—0

1
D, f(0,0) = lim ;(f(tvl,tvg) — f(0,0)) = thH(l) t(v? + v3) arctan (
—

1
lt]\/v7 + v%)

1
= lim tarctan | — | =0,
t—0 |t|
pues arctan es acotada. Luego, D, f(0,0) = 0.
. ¢Es f de clase C* en R??

Solucién. Si. La razén es que f posee derivadas parciales continuas en todo R?. En efecto,
basta verificar el caso (0,0), pues veremos facilmente que las derivadas parciales son con-
tinuas fuera de este punto. De la parte anterior se tiene que %(O7 0) = g—]yc((), 0) = 0. Por
otro lado, si (x,y) # (0,0), usando regla de la cadena obtenemos

of o arcta 1 (22 +y?) 27

—~— =2x arctan —
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Por simetria, es facil ver que

0
—f =2y arctan

dy
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Va2 +y? T4+ a22 927
Ahora procedemos a acotar ambas derivadas parciales. Claramente basta con hacerlo con

una, la otra es idéntica. Como | arctan | < 7, tenemos de la desigualdad triangular y de la
desigualdad ab < 1(a® + b?),

of
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5 STl 22
1+22+y 14+22+y
lo que claramente converge a 0 si (x,y) tienden a (0,0). Esto prueba que las derivadas
parciales de f son continuas en el origen (y claramente fuera de él), de donde f es C.
. ¢Es f diferenciable en R??

Solucién. Si. De la parte anterior, tenemos que f es de clase C'! en R?, por lo que es trivial-
mente diferenciable en R?.
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Célculo Multivariado

Pregunta 2. Verdadero o Falso. Justifique en dos o tres lineas su respuesta (2 puntos cada una).

1. SiIl es un plano de ecuacién ng - (z — z9) = 0, con ny # 0, entonces II es hipersuperficie

suave y cada punto de II posee a II como plano tangente.

Verdadero. II es representada por {x € R? : f(x) = 0}, donde f(x) := ng - (z — o).
Tenemos V f(z) = ng # 0, por lo que II es hipersuperficie suave. De acuerdo a lo visto en
clases, el plano tangente a un punto z; € II estd dado por la ecuacion

Vi) (x—x1) =0 < ng-(x—x1) =0.

Pero como z; € II tenemos ng - (z1 — ) =0, porloque 0 =ng - (z —x1) =no - (x — x0 +
xo —x1) = ng - (x — x0), que es lo que se pedia probar.

. Si f: R? — Res diferenciable en (—1,2) con Vf(—1,2) = (0,1)7, entonces | D, f(—1,2)| <

1 para todo v € R? de norma uno.
Verdadero. Basta notar que usando Cauchy-Schwarz y un teorema visto en clases,
[Duf(=1,2)] = [V(=1,2) - o] < [I(0, D[[[|v]] = 1.

. Toda bola cerrada es convexa, no importando la norma que se escoja.

Verdadero. Sea B(zg,7) := {z € R? : ||z — z¢|, < r} una bola cerrada con la norma
| - |ly- Entonces, si x1,z2 € B(xg,7), se tiene ||z1 — zolly, < 7y |22 — 20y < 7. Sea z =
Ax1 + (1 — A)xe, con A € [0, 1]. Entonces

12 = zollg = IAz1 + (1 = Naa — xollg = [IMz1 = z0) + (1 = A) (22 — z0) |-
Usando desigualdad triangular, [|A(z1 — z¢) + (1 — A) (22 — z0)|lg < A[(z1 — 2z0)|lg + (1 —
Nl|lze — zolly < A+ (1 — X)r = r. Esto prueba que B(x,r) es convexa.
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Pregunta 3 (3 ptos. cada una)

1. Probar que la ecuacién x = cos(cos x) posee una tnica solucién en R. Indicacién: Primero
muestre por qué basta buscar la solucién en un intervalo de la forma [—a, a] en R.

Solucién. Como cos € [—1, 1], un punto fijo de f(z) := cos(cos ) (si existe) no puede estar
mas alld de 1 en médulo. Luego, busquemos este punto fijo en [—1, 1].
Claramente f es continua en este intervalo, y siz € [—-1,1], | f(z)| € [-1, 1]. En efecto,
|f(x)] = |cos(cosx)| < 1.

Finalmente, verifiquemos que f es contractante. Para ello, notemos que gracias a TVM, si

z,y € [-1,1],
[f(x) = F)l = [ (©lle =yl
para cierto £ € (—1,1). Pero f'(§) = sin(cos&)sin§, de donde |f/(§)| < [sin&| < 1, pues
7. Esto prueba que f es contractante, y por ende posee un tinico punto fijo en

nunca es 3.
[-1,1], y por ende en R.

2. Sea f = f(=z,y,2) una funcién escalar, de clase C' en R3. Calcule y reduzca al maximo
posible todas las derivadas parciales de f(f(x,v, 2), f(z, 2, y), f(y, z,x)).

Solucién. Llamemos (u, v, w) las variables de f. Sea

h(x’ y? Z) = f(f(x7 y’ Z)7 f(z’ ,I, y)? f(y’ Z? x))'

Tenemos entonces

O (00 2) = S (F(,1,2), £ 2,0, £, 2) o (2,0, 2)
(19, 2), o), 2 2) P (2,,)
b (f@w ), fea), f0 ) S 2 ),
Asimismo,
Oh

Gole2) = G (f(.2), f(z,x,yxf(y,z,x»?(m,y,z)

—&-%(f(x,y,z),f(z,x,y) fly, 2, x)) (z 2,9)

+ STJ;(JC(JU, v, 2), f(z,2,y), f(y, Z’x))g%(% 2, 2).
Finalmente
%(:ﬂ,y, z) = 3f(f(:L y,2), f(z,x,y),f(y,z’x))%(%yjz)
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