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La ecuación de Sine-Gordon y su “respirador”. Suponga que ϕ = ϕ(t, x) es una función de clase
C2 en R2. Considere la EDP para ϕ

(SG)
∂2ϕ

∂t2
(t, x)− ∂2ϕ

∂x2
(t, x) + sin(ϕ(t, x)) = 0, ∀(t, x) ∈ R2.

Esta ecuación aparece en un área de las Matemáticas llamada Geometrı́a Diferencial, como ası́
también en varias aplicaciones fı́sicas, como dislocaciones de cristales.

Sean α, β > 0 fijos y tales que α2 + β2 = 1. Para cada (t, x) ∈ R2, el respirador de SG se define
como la función

ϕB(t, x) := 4 arctanφB(t, x); φB(t, x) :=
β

α

cos(αt)

cosh(βx)
.

Pregunta 1 (3 puntos cada una)

(i) Suponga que ϕ(t, x) = 4 arctanφ(t, x), para cierta φ(t, x). Muestre que φ debe satisfacer la
nueva EDP

(SG4) (1 + φ2)

(
∂2φ

∂t2
− ∂2φ

∂x2

)
− 2φ

[(∂φ
∂t

)2
−
(∂φ
∂x

)2]
+ φ− φ3 = 0, ∀(t, x) ∈ R2.

Indicación: sin(2θ) = 2 sin θ cos θ, cos(2θ) = 2 cos2 θ − 1, y 1 + tan2 θ = sec2 θ.

Solución. Aquı́ tenemos ϕ(t, x) = h(φ(t, x)), donde h = h(s) := 4 arctan s, con h′(s) = 4
1+s2 . Por

ende,
∂ϕ

∂t
(t, x) =

∂h

∂s
(φ(t, x))

∂φ

∂t
(t, x) = h′(φ(t, x))

∂φ

∂t
(t, x) =

4

1 + φ2(t, x)

∂φ

∂t
(t, x),

∂ϕ

∂x
(t, x) =

∂h

∂s
(φ(t, x))

∂φ

∂x
(t, x) = h′(φ(t, x))

∂φ

∂x
(t, x) =

4

1 + φ2(t, x)

∂φ

∂x
(t, x).

Para calcular las segundas derivadas parciales, procedemos aplicando primero la regla del pro-
ducto a las derivadas parciales calculadas anteriormente:

∂2ϕ

∂t2
(t, x) =

∂

∂t

( 4

1 + φ2(t, x)

)∂φ
∂t

(t, x) +
4

1 + φ2(t, x)

∂2φ

∂t2
(t, x)

=
−8φ(t, x)

(1 + φ2(t, x))2

(∂φ
∂t

(t, x)
)2

+
4

1 + φ2(t, x)

∂2φ

∂t2
(t, x).

(0.1)

Por simetrı́a, se tiene también que

∂2ϕ

∂x2
(t, x) =

∂

∂x

( 4

1 + φ2(t, x)

)∂φ
∂x

(t, x) +
4

1 + φ2(t, x)

∂2φ

∂x2
(t, x)

=
−8φ(t, x)

(1 + φ2(t, x))2

(∂φ
∂x

(t, x)
)2

+
4

1 + φ2(t, x)

∂2φ

∂x2
(t, x).

(0.2)

Nota: 1.5 pts. hasta aquı́.



2 Cálculo Multivariado

Finalmente, si θ(t, x) := arctanφ(t, x), usando las indicaciones,

sin(ϕ) = sin(4θ)

= 2 sin(2θ) cos(2θ)

= 4 sin θ cos θ(2 cos2 θ − 1)

= 4 tan θ cos2 θ(2 cos2 θ − 1).

Luego,

sin(ϕ) = 4
tan θ

sec2 θ

( 2

sec2 θ
− 1
)

= 4
tan θ

1 + tan2 θ

( 2

1 + tan2 θ
− 1
)

= 4
tan θ(1− tan2 θ)

(1 + tan2 θ)2
.

Reemplazando el valor de θ, tendremos

sin(ϕ(t, x)) = 4
φ(t, x)(1− φ2(t, x))

(1 + φ2(t, x))2
.

Por lo tanto, recopilando (0.1), (0.2) y la identidad anterior, tenemos

0 =
∂2ϕ

∂t2
(t, x)− ∂2ϕ

∂x2
(t, x) + sin(ϕ(t, x))

=
−8φ(t, x)

(1 + φ2(t, x))2

(∂φ
∂t

(t, x)
)2

+
4

1 + φ2(t, x)

∂2φ

∂t2
(t, x)

+
8φ(t, x)

(1 + φ2(t, x))2

(∂φ
∂x

(t, x)
)2
− 4

1 + φ2(t, x)

∂2φ

∂x2
(t, x) + 4

φ(t, x)(1− φ2(t, x))

(1 + φ2(t, x))2
.

Multiplicando por (1 + φ2(t, x))2 y dividiendo por 4, obtenemos finalmente (SG4), válida para
cada (t, x) ∈ R2.

(ii) Muestre que φB es de clase C∞(R2) y que resuelve (SG4) (y por ende, ϕB resuelve (SG)).

Indicación: cosh2 θ − sinh2 θ = 1.

Solución. Calculamos:

∂φB
∂t

(t, x) = −β sin(αt)

cosh(βx)
,

(
∂φB
∂t

(t, x)

)2

= β2 sin2(αt)

cosh2(βx)
;

∂2φB
∂t2

(t, x) = −αβ cos(αt)

cosh(βx)
,

∂φB
∂x

(t, x) = −β
2

α

cos(αt) sinh(βx)

cosh2(βx)
,

(
∂φB
∂x

(t, x)

)2

=
β4

α2

cos2(αt) sinh2(βx)

cosh4(βx)
.

∂2φB
∂x2

(t, x) =
2β3

α

cos(αt) sinh2(βx)

cosh3(βx)
− β3

α

cos(αt)

cosh(βx)
.

Tenemos (usando que α2 + β2 = 1)

∂2φB
∂t2

(t, x)− ∂2φB
∂x2

(t, x) = (β2 − α2)
β

α

cos(αt)

cosh(βx)
− 2β3

α

cos(αt) sinh2(βx)

cosh3(βx)

=
β

α

cos(αt)

cosh(βx)

(
β2 − α2 − 2β2 sinh2(βx)

cosh2(βx)

)
=
β

α

cos(αt)

cosh(βx)

(
−1 +

2β2

cosh2(βx)

)
.
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Por otro lado,

1 + φ2B(t, x) = 1 +
β2

α2

cos2(αt)

cosh2(βx)
.

Luego,

(1 + φ2B(t, x))

(
∂2φB
∂t2

(t, x)− ∂2φB
∂x2

(t, x)

)
=
β

α

cos(αt)

cosh(βx)

(
−1 +

2β2

cosh2(βx)

)(
1 +

β2

α2

cos2(αt)

cosh2(βx)

)
=
β

α

cos(αt)

cosh(βx)

(
−1− β2

α2

cos2(αt)

cosh2(βx)
+

2β2

cosh2(βx)
+

2β4

α2

cos2(αt)

cosh4(βx)

)
.

Por otro lado,

− 2φB

((
∂φB
∂t

(t, x)

)2

−
(
∂φB
∂x

(t, x)

)2
)

= − 2
β

α

cos(αt)

cosh(βx)

(
β2 sin2(αt)

cosh2(βx)
− β4

α2

cos2(αt) sinh2(βx)

cosh4(βx)

)
= − 2

β

α

cos(αt)

cosh(βx)

(
β2 sin2(αt)

cosh2(βx)
− β4

α2

cos2(αt)

cosh2(βx)
+
β4

α2

cos2(αt)

cosh4(βx)

)
.

Finalmente,

φB(t, x)− φ3B(t, x) =
β

α

cos(αt)

cosh(βx)

(
1− β2

α2

cos2(αt)

cosh2(βx)

)
.

Por lo tanto, sumando,

(1 + φ2B(t, x))

(
∂2φB
∂t2

(t, x)− ∂2φB
∂x2

(t, x)

)
− 2φB

((
∂φB
∂t

(t, x)

)2

−
(
∂φB
∂x

(t, x)

)2
)

+ φB(t, x)− φ3B(t, x)

=
β

α

cos(αt)

cosh(βx)

(
−1− β2

α2

cos2(αt)

cosh2(βx)
+

2β2

cosh2(βx)
+

2β4

α2

cos2(αt)

cosh4(βx)

−2β2 sin2(αt)

cosh2(βx)
+ 2

β4

α2

cos2(αt)

cosh2(βx)
− 2

β4

α2

cos2(αt)

cosh4(βx)
+ 1− β2

α2

cos2(αt)

cosh2(βx)

)
=
β3

α3

cos(αt)

cosh3(βx)

(
− cos2(αt) + 2α2 − 2α2 sin2(αt) + 2β2 cos2(αt)− cos2(αt)

)
= 0.



4 Cálculo Multivariado

Pregunta 2 (2 puntos cada una)

(i) Encuentre los puntos crı́ticos de φB , indicando su naturaleza (máximos y mı́nimos loca-
les, o punto silla) y valor de φB en tales puntos. Discuta si existen máximos o mı́nimos
globales.

Solución. Tenemos, de la parte anterior,

∇φB(t, x) =

(
∂φB
∂t

(t, x),
∂φB
∂x

(t, x)

)T
=

(
−β sin(αt)

cosh(βx)
,−β

2

α

cos(αt) sinh(βx)

cosh2(βx)

)T
.

Luego, los puntos crı́ticos satisfacen

sin(αt) = 0, cos(αt) sinh(βx) = 0.

La primera ecuación nos da

tk = k
π

α
, k ∈ Z,

y la segunda x = 0. Por lo tanto, los puntos crı́ticos vienen dados por

Pk =
(
k
π

α
, 0
)
, k ∈ Z.

La matriz Hessiana viene dada por

φ′′B(t, x) =

∂2φB
∂t2 (t, x) ∂2φB

∂x∂t (t, x)

∂2φB
∂t∂x (t, x) ∂2φB

∂x2 (t, x)


=

 −αβ cos(αt)
cosh(βx) β2 sin(αt) sinh(βx)

cosh2(βx)

β2 sin(αt) sinh(βx)
cosh2(βx)

2β3

α
cos(αt) sinh2(βx)

cosh3(βx)
− β3

α
cos(αt)
cosh(βx)

 ,

(hemos usado la parte anterior y el Lema de Schwartz). Luego,

φ′′B(Pk) =

−αβ(−1)k 0

0 −β
3

α (−1)k

 .

Luego, para 2k (par) tenemos φ′′B(P2k) definida negativa y P2k =
(
2k πα , 0

)
corresponde a

máximo local, con valor φB(P2k) = β
α .

Notar que este corresponde a máximo global pues φB(t, x) ≤ β
α para cualquier (t, x) ∈

R2.

Por otro lado, para el caso 2k+1 (impar) tenemos φ′′B(P2k+1) definida positiva y P2k+1 =(
(2k + 1)πα , 0

)
corresponde a mı́nimo local, con valor φB(P2k+1) = −β

α , que es mı́nimo
global por la misma razón de antes.

(ii) Encuentre (si existen) los valores máximo y mı́nimo de φB sobre el conjunto de (t, x) en[
π
4α ,

π
2α

]
× R.

Solución. Si trabajamos en el conjunto abierto
(
π
4α ,

π
2α

)
× R, de la parte anterior sabemos

que no existen puntos crı́ticos. Por lo tanto, nos concentraremos en los bordes:

t =
π

4α
, x ∈ R, y t =

π

2α
, x ∈ R.

Aquı́, hay dos opciones para proseguir: o bien usar multiplicadores de Lagrange, o bien
reemplazar en φB los valores de t = π

4α y t = π
2α . Aquı́ seguiremos una mezcla de ambas.
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Caso t = π
4α y Lagrange. La función de restricción es ga(t, x) = t − π

4α . Utilizando multi-
plicadores de Lagrange,

∇φB(t, x) = λ∇ga(t, x) =⇒
(
−β sin(αt)

cosh(βx)
,−β

2

α

cos(αt) sinh(βx)

cosh2(βx)

)
= λ(1, 0).

Como t − π
4α = 0, necesariamente x = 0 y −β sin(π/4) = λ. Luego, Pa = ( π4α , 0) es un

punto factible, donde φB(Pa) = β√
2α

> 0.

Caso t = π
2α y reemplazo. Aquı́ es mejor reemplazar, pues para este caso φB es idéntica-

mente cero. Luego, toda la recta x ∈ R es mı́nimo.

Por otro lado, Pa arriba es máximo.

(iii) Sea L > 0 una constante. ¿Es φB integrable sobre el rectángulo (en variables (t, x) ∈ R2)
dado por RL :=

[
0, πα

]
× [−L,L]? (Justifique su respuesta.) Calcule∫

[0, πα ]×R
φ3B := ĺım

L→+∞

∫
RL

φ3B .

Solución. Tenemos que φB es integrable por ser continua en RL. Por otro lado, usando
Fubini,∫

RL

φ3B =

∫ L

−L

∫ π
α

0

β3

α3

cos3(αt)

cosh3(βx)
dt dx =

β3

α3

∫ L

−L

1

cosh3(βx)

(∫ π
α

0

cos3(αt)dt

)
dx.

Pero por periodicidad, la integral en t es cero. En efecto,∫ π
α

0

cos3(αt)dt =
1

α

∫ π

0

cos3 t dt =
1

8α

∫ π

0

(eit + e−it)3dt,

por lo que∫ π
α

0

cos3(αt)dt =
1

8α

∫ π

0

(e3it + 3eit + 3e−it + e−3it)dt

=
1

8α

(
e3it

3i
+

3

i
eit +

3

−i
e−it +

e−3it

−3i

) ∣∣∣∣∣
π

0

=
1

8α

(
−1

3i
− 3

i
− 3

−i
− 1

−3i
− 1

3i
− 3

i
− 3

−i
− 1

−3i

)
= 0.

Por lo tanto,
∫
RL

φ3B = 0 y luego
∫
[0, πα ]×R φ

3
B = 0.


