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La ecuacién de Sine-Gordon y su “respirador”. Suponga que ¢ = ¢(t, z) es una funcién de clase
C? en R?. Considere la EDP para ¢

2

P D¢ . _ 5
(SG) w(t,x) — w(t, x) +sin(p(t,z)) =0, V(t,z) € R

Esta ecuacién aparece en un adrea de las Matematicas llamada Geometrfa Diferencial, como asi
también en varias aplicaciones fisicas, como dislocaciones de cristales.

Sean «, 3 > 0 fijos y tales que o + 3? = 1. Para cada (t,x) € R?, el respirador de SG se define
como la funcién
B cos(at)

op(t,x) = 4arctan ¢pp(t, x); ¢t x) = « cosh(Bzr)’

Pregunta 1 (3 puntos cada una)

(i) Suponga que ¢(t,z) = 4arctan ¢(t, x), para cierta ¢(¢, x). Muestre que ¢ debe satisfacer la
nueva EDP

2 2
(SG4) (1+¢2)(83£—g£>— ¢[( ¢) (g¢)]+¢ ¢ =0, Y(tz) e R

Indicacién: sin(26) = 2sin 6 cos 6, cos(20) = 2cos? 6 — 1,y 1 + tan? 6 = sec? 6.

Solucién. Aqui tenemos ¢(t, z) = h(¢(t,z)), donde h = h(s) := 4arctans, con h/(s) = 14;% Por
ende,

Do o Db 0B e B0 A 9

&p _on 00 o 99 B 4 99
Para calcular las segundas derivadas parciales, procedemos aplicando primero la regla del pro-
ducto a las derivadas parciales calculadas anteriormente:

Po 0 4 0¢ 4 ¢
oz (h) = &(1 T, x)) o b T e o b o)
_ =8¢(t,x) (09 2 4 9% ’
Tt et a)? (ren) +13 ) o b
Por simetria, se tiene también que
D¢ 0 4 1) 4 9?¢
a2 (h®) = (1+¢2(t,x)) &)+ T ) e ) 02)

O 8é(hx) (0, 2 PR
S0t e(ta)? (5, ) T r R0 o

Nota: 1.5 pts. hasta aqui.

(t, ).



2 Célculo Multivariado

Finalmente, si 0(t, ) := arctan ¢(¢, ), usando las indicaciones,
sin(yp) = sin(40)
= 2sin(26) cos(26)
=4sinfcosh(2cos’ 6 — 1)
=4tanfcos®H(2cos’ O — 1).

Luego,

. tan 6 2
sin(ip) = 4SCC2 0 (soc2 0 1)

_ tan 6 ( 2 - 1)
1+tan? 0 \1 + tan?6
~ tand(1 — tan?0)
(1 +tan?6)?
Reemplazando el valor de ¢, tendremos

. _ ¢(ta (ﬂ)(l — ¢2(t7$))
sin(p(t,z)) =4 At R2tnE

Por lo tanto, recopilando (0.1}, y la identidad anterior, tenemos
B 0% 0%

0= ﬁ(t,m) — @(t,x) + sin(p(t, x))
0 1852(52,3;)))2 (%(t“@)) g qé(t,x) %( )
8¢(t7 55) a(b 2 4 62¢ ¢(t7 x)(l - (bz(tv LC))
* (1+ ¢2(t, x))? (%( ’x)> 1+ @2t @) gz (o) +4 1+ ¢2(t,x))2

Multiplicando por (1 + ¢?(t,z))? y dividiendo por 4, obtenemos finalmente (SG4), vélida para
cada (t,r) € R%
(i) Muestre que ¢ es de clase C>(R?) y que resuelve (SG4) (y por ende, ¢ resuelve (SG)).

Indicacién: cosh? @ — sinh? 6 = 1.

Solucién. Calculamos:

0B B sin(at) 0B 2 2 sin?(at) .
W(th) - _Bcosh(ﬂm)v ( ot (t,l‘)) _B COShQ(ﬁI‘)’
op B cos(at)
ot? (t,2) = —af cosh(Bz)’
%(t 2) = _ 3? cos(at) sinh(Bx) <8¢B (t x)>2 B cos?(at) sinh?(Bz)
ox 7 a cosh®(Bx) ox 7 a? cosh?(Bz) '
D?¢p ¢ o) — 26° cos(at) sinh?(Bz)  B° cos(at)
Ox? (t,2) = a cosh3<ﬁm> a ECOSh(ﬁl‘) '
Tenemos (usando que o? + 3% = 1)
¢ 0?¢p B cos(at) %cos(at) sinh?(Bz)

W(ta r) — 02 (t,z) = (8% - a2)acosh(ﬁx) @ coshS(Bx)
_ B cos(at) (52 —a? 2628mh2(”8$)>

"~ a cosh(fx) cosh?(Bz)
_ B cos(at) (_1+ 252)
~ «a cosh(Bx) cosh?(Bzx) /)
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Por otro lado,
5 B B2 cos?(at)

a? cosh?(Bz)

Luego,

2 2
1+ dte.0) (e o) - G0 ) )

_ B cos(at) [ 232 672 cos?(at)
~ acosh(Bz) < L coshQ(ﬁx)) (1 + a? coshQ(ﬂx)>
_ B cos(at) B2 cos?(at) 232 28% cos?(at)

" «acosh(fx) <_1 a2 - + ) '

o? cosh?(Bz)  cosh?(Bx) a? cosh?(Bz)
Por otro lado,

2 ((8;?@,3:))2 - (if(t,m)f)

B 2@ cos(at) ( o sin’(at)  B* cos®(at) sinhZ(ﬂaz))
a cosh(fBzx) cosh?(fz)  a? cosh*(Bz)

_ B cos(at) ( o sin’(at)  B* cos’(at) B cos’(at) )

n a cosh(fx) cosh?(Bz)  a?cosh®(Bz)  a?cosh’(Bz)/’

Finalmente,

i B cos(at) ( _572 cos?(at) )
o5t 2) — Pp(t ) = « cosh(Br) 1 o? cosh?(Bz) )

Por lo tanto, sumando,

1+ 6300 (G 00 - S 1)) — 26 ((6;‘;% 0) - (%’f(tmf) +65(t,3) — h(0)

B cos(at) ) B2 cos?(at) 232 28% cos?(at)
~ «a cosh(Bx) ( Tz

o? cosh?(Bz)  cosh?(Bz)  a? cosh*(Bz)
o2 sin?(at) 574 cos?(at) _2674 cos?(at) 1 572 cos?(at) >
cosh?(Bx) o? cosh?(fz) o? cosh*(Bz) o? cosh?(fz)

_ B cos(at)
B cosh®(Ba)

(= cos*(at) + 20 — 20° sin®(at) + 267 cos?(at) — cos®(at)) = 0.



Célculo Multivariado

Pregunta 2 (2 puntos cada una)

(i)

(ii)

Encuentre los puntos criticos de ¢p, indicando su naturaleza (méximos y minimos loca-
les, o punto silla) y valor de ¢ en tales puntos. Discuta si existen maximos o minimos
globales.

Solucién. Tenemos, de la parte anterior,

o5 o5 T sin(at) B2 cos(at) sinh(Bz)\ "
m(t’x)’&x(t’x)) —(‘ cosh(Fz)’ @ cosk®(Bx) ) '

Vop(t,z) = (

Luego, los puntos criticos satisfacen
sin(at) =0, cos(at)sinh(Bz) = 0.
La primera ecuacién nos da
th=k=, kez,
«
y la segunda 2 = 0. Por lo tanto, los puntos criticos vienen dados por
Po=(k2,0), kez
o

La matriz Hessiana viene dada por

?op 2dp
6t2 F(t @) 830875 7 (t @)

AT 2
el 9%
55 5 B (t,x) 8362 E(t,x)
(at) 2 sin(at) sinh(Bx)
_aﬁci)os;(ch 5 5mclzih;l(lzh") -

62 sin(at) sinh(Bz)  28° cos(at) sinh?(Bx) B3 cos(at)
cosh?(Bz) « cosh? (Bx) "« cosh(Bx)

(hemos usado la parte anterior y el Lema de Schwartz). Luego,

—aB(-1)k 0
B(Pr) = ,
0 —E(—1)k

Luego, para 2k (par) tenemos ¢ (P»;,) definida negativa y P2, = (2kZ,0) corresponde a

2k
méximo local, con valor ¢5(Pay) g

Notar que este corresponde a maximo global pues ¢p(t,z) < g para cualquier (¢, z) €

R2.

Por otro lado, para el caso 2k+1 (impar) tenemos ¢/} (Pai+1) definida positivay Poy41 =
((2k +1)7, O) corresponde a minimo local, con valor ¢g(Pag+1) = —g, que es minimo
global por la misma razén de antes.

Encuentre (si existen) los valores mdximo y minimo de ¢z sobre el conjunto de (¢,z) en

45> 3a) X R.

Solucién. Si trabajamos en el conjunto abierto (%, =) x R, de la parte anterior sabemos

que no existen puntos criticos. Por lo tanto, nos concentraremos en los bordes:

™ s
tzg, xGR, y t:Z7 CEGR

Aqui, hay dos opciones para proseguir: o bien usar multiplicadores de Lagrange, o bien
reemplazar en ¢ los valores de t = ;- y t = 5. Aqui seguiremos una mezcla de ambas.



(iii)
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Caso t = ;- y Lagrange. La funcién de restriccion es g,(t,z) = t — ;. Utilizando multi-
plicadores de Lagrange,

sin(at) ’7ﬁ72(:os(at) sinh(ﬁx)> A1),

cosh(fr)” a  cosh’(Bz)

Como t — ;= = 0, necesariamente x = 0y —fsin(r/4) = A. Luego, P, = (45,0) es un

punto factible, donde ¢p(F,) = % > 0.

s . . e
Caso t = 5~ y reemplazo. Aqui es mejor reemplazar, pues para este caso ¢ es idéntica
mente cero. Luego, toda la recta = € R es minimo.

Vop(t,z) = AV, (t,z) = <6

Por otro lado, P, arriba es maximo.

Sea L > 0 una constante. ;Es ¢ integrable sobre el rectangulo (en variables (¢,z) € R?)
dado por Ry, := [0, Z] x [~L, L]? (Justifique su respuesta.) Calcule

¢% = lim / .
~/[07Z]><]R B oo RL B

Solucién. Tenemos que ¢p es integrable por ser continua en Ry. Por otro lado, usando
Fubini,

Lora g3 cosd(at) B Ik 1
3 = o= -
Ry O = [L 0 a3 coshg(b’w) dt de a3 /,L coshg(Bx) /0

Pero por periodicidad, la integral en ¢ es cero. En efecto,

: 1 Lot
/ cos”(at)dt = — / cos® tdt = — / (" + )3,
0 @ Jo 8« 0

3kl

cos?’(at)dt> dz.

por lo que
o 1 (™ .. , , ,
/ cos®(at)dt = — / (€31 4+ 3¢ + 37 4 73 dt
0 8a Jo
1 /eBit . 3 ., . 3 ., . e—3it\ |”
=— e 4+ —e
8ar \ 31 ? —1 —3i 0

1 (-1 3 3 1 1 3 3 1_0
T8 \3 i —i =3 3% i —i =3i)

Por lo tanto, [, 3 =0y luego f[o,g]xR % = 0.



