M
(
\ Ay
X

Cmﬂg\’e siom

(k 5) — (he&)

Sa (R

><7 V(oS( ©)
\)‘: rseM‘O\



-
ve (oteo) /ijo
X = reoste) v _ Ysmel _ fyo)
em(€) =% X )/(/05(‘9)




Para obtener 8 en el intervalo [0, 21T), se deben usar las siguientes férmulas (arctan denota la inversa de la funcion tang

v ;
arctan(=) i 2 >

T » -
m = _ S
2 y o Ingenieria Matematica
arctan(Z) +m  siz < ) CULTA NG
3 ¢
5 - ‘

arctan(%) +2r siz>0yy<0

- ) es una funcion creciente en su dominio:

Para obtener 8 en el intervalo (—r, 7], se considera que arctan

arctan(i—f) —7 siz<O0yy<0
-3 siz=0yy<0
arctan(%) siz >0

3 siz=0yy>0

arctan(%) 4+ siz<O0yy>0
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Matematica

\
1. (30 min.) Dado un 1)()1111()11110( ) e “( )s( define L P Z i.p,u

a) Determine el grado de L(P)(x). m-1
b) Demuestre que si P(z), Q(x) son polinomios de grado n y m respectivamente,
entonces L(P-Q) = L(P)-Q+ P - L(Q).

¢) Pruebe por induccion sobre n, que si H{y, (z — d)", entonces L(P)(x) =

- {e—d)* L. (

M Probe \/me)\\' 'u(';-i\m‘ y (14" 6 (&

/‘4'_"

_ o —

a 21=22& ZGlR‘ SCA ¢ = (24-2)" F Lara) Je

2e (a-a) N laasl” T
e

# ()}'OQchJYO Wm: (\m ,\fmef\\llmﬂ = “_4"\"‘ v (:\-A'
¥ QVOQUES)YD howcorlo .‘méua,q;n AT




b) Considere los complejos 2z, = 14+ iv/3 y 20 = 1 + 1.

i) (1 pto.) Escriba el complejo w = z;1/z9 en forma cartesiana.

Solucién:
Primera forma (multiplicando y dividiendo por el conjugado):
Tenemos que

1+4v3
Iy
(1+v3)(1 —4)
(1+4)(1 —4)
1—i+iv3—i2/3
1272‘2
C1—i+iV3+V3
N 1+1
V3+1 V3-1.
= 5 aF 5 2.

21

22

Segunda forma (usando la férmula del inverso):
La férmula del inverso dice que

b

1 .
= i
a? + b2

a+bi

a
a2+ b2

(Reemplazando)

(Multiplicando y dividiendo por 1 —4 — (0,3) pts.)

(Expandiendo - (0,3) pts.)

(i2

—1-(0,3) pts.)

(Reordenando — (0,1) pts.)

si a+bi #0 con a,b € R. Aplicando esta férmula a 2z, tenemos a =1y b = 1, por lo que

1 1 1 1

» 12412 12412 2

1.
—i.
2

(0,3 pts. por aplicar

correctamente la férmula del inverso a 1 + 7)

Por lo tanto,

21 . 1 1.
2 (1 - _Z
. (+Z\/§)<2 2@)
11
:7_71'4_@1'_@@'2
2 2 2 2
11
_L1_ 1 V3. V3
2 2 2 2
V3+1 V3-1
~ T2 T

(Reemplazando)

(Expandiendo — (0,3) pts.)

(i? = -1 - (0,3) pts.)

(Reordenando - (0,1) pts.)

ii) (1 pto.) Escriba el complejo w = 21 /25 en forma polar.

Soluciéon: Comenzamos escribiendo z; en forma polar. Tenemos que

|zl =12+ (V32 =V1+3=V4=2.




(0,1 pts. por encontrar el médulo de z7)
Ademds, si se dibuja z; en el plano, se ve que el angulo arg(1 + /3i) € [0,27) que forma con

la horizontal cumple tan(arg(1 + v/3i)) = ? = /3, por lo que arg(1 + v/3i) = /3 (0,1 pts.)

Obtenemos de esta forma que 1 + v/3i = 2¢77/3 (0,1 pts.)
Escribimos ahora z; en forma polar. Tenemos que

lzal = V12412 =1 +1=V2

(0,1 pts. por encontrar el médulo de z53)

Ademds, si se dibuja z5 en el plano, se ve que el dngulo arg(l + i) € [0,27) que forma con la
horizontal cumple tan(arg(1 +4)) = 7 = 1, por lo que arg(1 + i) = 7/4 (0,1 pts.) Obtenemos de
esta forma que 1+ = v/2¢"™/4 (0,1 pts.)

Finalmente, concluimos que

2 26i7r/3

A _ Ri 1 d

e (Reemplazando)
= /2¢H(m/3=m/4) (Propiedades de potencias — (0,2) pts.)
= V/2ei"/12, (n/3 —7/4=m/12 - (0,2) pts.)

V3+1 V3—1

iii) (1 pto.) Concluya que cos 12) = ———— ue sen 12) = ———.
) (1 pto.) yaq (m/12) 275 VA (m/12) e

Solucién: Juntando las partes i) y ii), tenemos que

2 _ e L Y3EL VBT,

2 2

(0,2 pts. por juntar las partes i) y ii))

Por lo tanto,
eim/12 — V31 + vE— 11'.
2v/2 2v/2

(0,2 pts. por despejar e*™/12),

Finalmente, como ademads e'"/12 = cos(r/12)+isen(r/12) (0,3 pts.), concluimos igualando partes
reales e imaginarias que
V341

2v2

V3-1
2/2

cos(m/12) =

sen(w/12) =

(0,3 pts. por concluir el resultado)




a) Counsidere el subconjunto H de los nimeros complejos definido por H = {a + bi | a,b € Z}. Denotamos
por + la suma de ndmeros complejos y por - el producto de nimeros complejos. Se sabe (no lo demuestre)
que (H,4+,-) es un anillo conmutativo, donde el neutro para + corresponde a 0 € C y el neutro para -
corresponde a 1 € C.

i) (1 pto.) Demuestre que (H,+,-) no tiene divisores de cero.

Solucién: Supongamos que (H,+, -) tiene divisores de cero. Entonces, existen z,w € H tales que
z,2w#0y z-w=0 (0,3 pts.). Como H C C, z y w pertenecen a C, y como las operaciones de H
son exactamente la suma y el producto complejos, deducimos que z y w son divisores de cero en
(C,+,-) (0,2 pts.), pero (C,+,-) es un cuerpo y por lo tanto no tiene divisores de cero, lo cual es
una contradiccién. Concluimos que tales z y w no pueden existir, y por lo tanto (H,+, ) no tiene
divisores de cero (0,5 pts.).

ii) (2 pts.) Demuestre que los tnicos elementos invertibles de (H,-) son 1, —1, 7y —i.

Solucién: En primer lugar, notemos que 1, —1, ¢ y —i son invertibles para el producto: el inverso
de 1 es 1, el inverso de —1 es —1, y finalmente ¢ y —i son inversos el uno del otro (0,5 pts.)
Para mostrar que estos cuatro son los tnicos elementos invertibles, podemos proceder de alguna
de las dos formas siguientes.

Primera forma (usando la férmula para el inverso en C):

Supongamos que z = a + bi € H es invertible. Esto quiere decir que existe w = ¢+ di € H tal
que z - w = 1. Esto de inmediato fuerza a que z,w # 0. Como H C C, tal w serd inverso de z
en (C\ {0},-), y como (C\ {0},-) es un grupo, entonces z tiene un tnico inverso, cuya forma ya
CONOCEemos:

a —b
T a2t +ZaQ—i—bQ
Si queremos que w adicionalmente pertenezca a H, en particular se debe cumplir que ﬁ per-
tenezca a Z (0,2 pts.), lo cual sélo es posible si, o bien a = 0, o bien a € {1,-1} y b =0 (0,4

(0,5 pts.)

pts.)
= Si a =0, entonces b # 0 y obtenemos que z = iby w = i_Tl, y puesto que w € H, _Tl € 7,
esto fuerza a que b € {1,—1}. En este caso, o bien z =iy w = —i, 0 bien z = —i y w =4 (0,2
pts.)

= Sia e {l,—1} y b= 0, obtenemos que, o bien z =w =1, o bien z = w = —1 (0,2 pts.)
En cualquier caso notamos que las unicas posibilidades para z son 1, —1,7 y —i.

Sequnda forma (usando definicion de inverso):

Supongamos que z = a + bi € H es invertible. Esto quiere decir que existe w = ¢+ di € H tal que
z-w = 1. Desarrollando la ecuacién, obtenemos que ac —bd =1 y ad + bc = 0 (0,3 pts.)

Vamos a dividir todas las situaciones posibles en cuatro casos paracy d: c=d=0,c=0Ad # 0,
c20ANd=0yc,d#0.

Caso 1: ¢ = d = 0. En este caso, obtenemos que 0 = 1, lo que es una contradicciéon. Por lo tanto,
este caso no puede darse (0,3 pts.)

Caso 2: ¢ = 0Ad # 0. En este caso, obtenemos que ad = 0 y como d # 0, necesariamente a = 0.
Reemplazando en la primera ecuacién, obtenemos que bd = —1, y como b, d € Z, s6lo tenemos dos
opciones: b=1,d = —1 o bien b = —1,d = 1. En la primera opcién z =i y w = —i, en la segunda




opcién z = —i y w =1 (0,3 pts.)

Caso 3: ¢ # 0 A d = 0. En este caso, obtenemos que bc = 0 y como ¢ # 0, necesariamente b = 0.
Reemplazando en la primera ecuacién, obtenemos que ac = 1, y como a, ¢ € Z, sélo tenemos dos
opciones: a = ¢ =1 o bien a = ¢ = —1. En la primera opcién z = w = 1 y en la segunda opcién
z=w=—1 (0,3 pts.)

Caso 4: ¢,d # 0. En este caso, podemos despejar a en ambas ecuaciones para obtener que

14bd  —be
¢c  d’

lo que conduce a la siguiente ecuacion cuadratica en d,
bd® +d + be* = 0.

Si b = 0, esta ecuacién nos conduce a que d = 0, lo que es una contradiccién. Si b # 0, las soluciones
de esta ecuacién son

d_—l—i— 1 — 4b2¢2 d —1 — 1 — 4b%¢c?

y
2b 2b ’
pero d es un entero, en particular un real, por lo tanto necesariamente el argumento de la raiz
cuadrada debe ser mayor o igual a cero, es decir,

4h%? < 1.

Como b,d € Z \ {0}, esta desigualdad nunca se tendra. Concluimos que el caso ¢, d # 0 nunca se
puede dar (0,3 pts.)

Habiendo analizado los cuatro casos, concluimos que las tinicas posibilidades para z son 1, —1,7 y
—1.




P2. a) (3 pts.) Encuentre todos los niimeros complejos z € C que cumplen, simultdneamente, que 26 = 1 y que

224+ 2=0.

Solucién:
Primera forma (Resolviendo la primera ecuacidn y evaluando en la sequnda):
Notemos que la primera ecuacién impone que z debe ser una raiz sexta de la unidad (0,3 pts).

Las raices sextas de la unidad son los elementos del conjunto

{1 = Wo, Wy, - ,’LU5},




donde wy, = €**7/3 para k € {0,---,5} (0,5 pts). Luego, sélo tenemos seis posibilidades para z. De
estas seis posibilidades, vamos a evaluar cudles satisfacen ademaés la segunda ecuacién.

= W +wp=124+1=1 = no la satisface (0,3 pts).

» W12+ wy = wi +w; =wy +w; =0 = si la satisface (0,3 pts).

» W32+ wy = wj + we = wy +wy #0 = no la satisface (0,3 pts).

» W32 +ws=(—1)2-1=1-1=0 = si la satisface (0,3 pts).

» W2+ wy = w? +wy =wy +wy #0 = no la satisface (0,3 pts).

» W52+ ws = w? +ws =wy +ws =0 = si la satisface (0,3 pts).

Asi, los z € C que satisfacen ambas ecuaciones son w; = €™/3 w3 = —1 y w5 = €>™/3 (0,4 pts).

Segunda forma (Resolviendo la sequnda ecuacion y evaluando en la primera):

La segunda ecuacién impone que z debe cumplir 22 = —z (0,1 pts). Primero observamos que z = 0
satisface esta ecuacién (0,2 pts). Podemos suponer entonces z € C\ {0} y ver qué otras soluciones
existen.

Para encontrar las soluciones no nulas, hay dos formas:

Primera forma para encontrar las soluciones no nulas:

0

Escribiendo z = 7e?® con r > 0 y § € R, tenemos

2=z < (rei)? = —¢* (2 =re" —(0,1) pts.)
— (re )2 = ¢imet? (e = e~ y e'" = —1 — (0,1) pts.)

— 72720 = 0t (Propiedades de potencias/Férmula de de Moivre — (0,1) pts.)

Como r > 0, de la tdltima ecuacién obtenemos que r = 1, por lo que |z|] = 1 (0,2 pts). Ademds,

obtenemos que —20 + 2km = 6 + 7 para algin k € Z (0,2 pts). Despejando, resulta que

_ 2km—m

0
3

para algin k € Z (0,2 pts). Concluimos asi que hay tres soluciones més, que se obtienen tomando
k € {1,2,3}. Por lo tanto, el conjunto de soluciones es

{07 eiﬂ'/3,€i7r =1, €5i7r/3}.

(0,2 pts por encontrar las soluciones no nulas de z2 4+ z = 0 — ya se asigné puntaje por la
soluci6én nula).

Segunda forma para encontrar las soluciones no nulas:
Alternativamente, es posible manipular la ecuacién para llegar a que, si z # 0, entonces

Z24+z2=0 = Z=—2 (Algebra de nimeros complejos — (0,1) pts.)
@1:—% (z#0 < z#0-(0,1) pts.)
Z
2 \2
<— 1=—2 (|2> (ZE:|Z|2 — %:ﬁ—(o,l) pts,)
z
— 2> =—|z|*. (Algebra de niimeros complejos — (0,1) pts.)

Tomando médulos, se encuentra que |z|?> = |z|%, lo que muestra que |z| = 1 (porque z # 0) (0,1 pts.).
Por lo tanto, la ecuacién queda 23 = —1 (0,2 pts.). Como —1 = €™ en forma polar (0,1 pts.), esta
ecuacién tiene por soluciones a e(™t2km)/3 con k € {0,1,2} (0,1 pts.), de donde se obtiene que el

conjunto de soluciones es
{0’ em/3,ez7r =1, 65M/3}.




(0,2 pts por encontrar las soluciones no nulas de z2 + z = 0 — ya se asigné puntaje por la
soluci6én nula).

Podemos verificar ahora cudles de esta soluciones satisfacen ademads la primera ecuacion.
*= 0°=0 = no la satisface (0,3 pts).
» (e™/3)0 = 2™ =1 — ¢f la satisface (0,3 pts).
» (=1)8 =1 = #f la satisface (0,3 pts).
n (e27/3)6 = e10m — | — &f la satisface (0,3 pts).

Asi, los z € C que satisfacen ambas ecuaciones son €'™/3, —1 y €57/3 (0,4 pts).

b) (3 pts.) Calcule la parte real e imaginaria del nimero complejo

- (1_’_1')100
(1 VB

Comenzamos transformando 1 + ¢ a forma polar. Se tiene que

144 =v124+12=v2 (0,3 pts.).

Ademds, si se dibuja el nimero complejo 1+ i en el plano se ve que el dngulo arg(l + 7) € [0,27)
que forma con la horizontal cumple tan(arg(l +4)) = + = 1 (0,1 pts.), por lo que arg(l + i) = /4.
Obtenemos de esta forma que 1 +i = v/2¢"/4 (0,2 pts.).

Ahora, transformaremos 1 + v/3i a forma polar. Se tiene que

I1+V3i|=y/12+ (V3)2=vI+3=v4=2. (0,3 pts.).

Ademés, si se dibuja el niimero complejo 1+ +/3i en el plano, se ve que el angulo arg(1++/34) € [0, 27)
que forma con la horizontal cumple tan(arg(1++/3i)) = ? = /3 (0,1 pts.), por lo que arg(1++/3i) =
7/3. Obtenemos de esta forma que 1+ /3i = 2¢™/3 (0,2 pts.).

Concluimos entonces que

(\/56”/4)100
T T (2ei7/3)50

(ﬁ)looeloomm
T 950450in/3
50 ,257i
2°%e

= 350950073 (Propiedades de potencias y simplificaciones)

6257ri

= /3" (Simplificar — (0,1) pts.)

(Reemplazar numerador y denominador por sus formas polares)

(Propiedades de potencias/Férmula de de Moivre — (0,2) pts.)

Finalmente, se tiene que

25Tt = gimt24mi (Separar multiplos de 2mi — (0,1) pts.)
_ pimtl2:2mi (24 =12-2)

= ¢imel22mi (Propiedades de potencias — (0,1) pts.)

( miy12 (Propiedades de potencias/Férmula de de Moivre — (0,2) pts.)

=™ . 112 (™ =1 - (0,1) pts.)

— i (12 = 1)




Yy que
6502'71'/3 _ e(27‘r+4877)i/3
_ e27r72/3+167ri
_ eQTri/3+8'27ri
— 2mi/38-2mi
_ eQm‘/3(e2m‘)8
— 2mi/318

_ 627”/3.

Concluimos que

ei7r
627Ti/3
w—27/3)

7z =

= ei(

_ eiﬂ/3

= cos(m/3) + isen(mw/3)

1
D
2" 2

(Separar multiplos de 2mi — (0,1) pts.)
(Algebra de niimeros complejos)

(16 =82

(Propiedades de potencias — (0,1) pts

(™ =1~ (0,1) pts

)

y

(Propiedades de potencias/Férmula de de Moivre — (0,2) pts.)
)

(1*=1)

(Reemplazando los resultados anteriores
(Propiedades de potencias — (0,1) pts
(1-2/3=1/3-(0,1) pts

(e = cos(f) + isen(f) para todo § € R — (0,1) pts

)
)
)
)

(cos(m/3) = 1/2 y sen(n/3) = v/3/2 — (0,1) pts.)

Por lo tanto, Re(z) = 1/2 y Im(z) = v/3/2 (0,1 pts.)

Duracién: 1h 30°.




Capitulo 7

Numeros Complejos

7.1. Problemas resueltos.

P1) 1. Determine todos los nimeros complejos tales que |z — 2| = 1.
2. Resuelva la ecuacion en C, 2° = 1.

Soluciéon:

1. Supongamos z de la forma z = a 4 ib con a,b € R, entonces

|z —2|=l]a+ib—2| = +/(a—2)2+ b2

z—2l=1 & (a—22+b=1
S (a-22+02=1
Sb=1-(a—2)?

b= VT (@=27 V b= —/I—(@a=27
Pero b € R, por lo que debemos tener que 1— (a—2)? > 0, desarrollemos esta desigualdad
1-(a—2?>0 & (a—2)0*<1 & ac]l3
Por lo tanto las soluciones son

{a+iv/1—-(a—2)2|1<a<3}U{a—iy/1—-(a—2)?]|1<a<3}

5

. . 1 . .
2. Tenemos que resolver la ecuacion z° =i < z = 5, para esto escribamos ¢ en forma polar:

. i(m
r=1i=1 A Arg(i)zg = i=¢G) e ke Z

7
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1
Luego i5 toma los valores

wg = 15¢i(5 5+7%%) para k=0,1,2,3,4

(sabemos que para los otros k € Z obtendremos los mismos w)
Es decir, z puede tomar los valores:

k=0 wo = e(70)

k=1 wy = et FH+E) = ¢i(35) = ¢i(3)
k=2 wo = et(FH+E) = i(55)

k=3 w3 = el (FH+F) = eil4F

k=4 wy = el FH+E) = i(5F)

P2) 1. Demuestre que para n > 2 la suma de las raices n-ésimas de la unidad es igual a cero.

2. Demuestre que las raices n-ésimas de un ntumero complejo cualquiera Z € C, son el
producto se una raiz particular zg € C por una raiz n-ésima de la unidad.

3. Concluya que la suma de las raices n-ésimas de un complejo cualquiera, es igual a cero.

Solucion:

1. Paraz =1, r = |z] = 1y Arg(z) = 8 = 0, entonces como las raices n-ésimes de un
. L (L4 2km) .
complejo z # 0 son wy, = r=e\nT7n ) para k = 0,...,n — 1, obtenemos que las raices
n-ésimas de la unidad son:

para k=0,1,...n—1

Asi, la suma de las raices n-ésimas de la unidad es
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n—1 n—1

Z wk‘ = 67;(21:;\')

k=0

Il
3 Ed
M I |
— o
—
(4]
-
~
Bl
N—
S—
B

1 761-2#
T 1

1 —cos(2m) — isen(2m)
B 1—ei3)

1-1-0
1— (3

=0

Notar que en el desarrollo anterior usamos que n > 2, pues si n pudiera tomar el valor 1,
no podriamos haber usado la férmula

m
>k
17
k=0

que es la que usamos en el segundo paso, pues ésta es valida para r # 1.

2. - z = 0: directo, pues la tnica raiz n-ésima del cero es el cero.

- 2 # 0: entonces z es de la forma z = re? con r # 0 y sus raices n-ésimas son

1 0 2k 1 0 i2k
wk*r"e(?Jr w) =punene n k=0,...,n—1

1 6 . s .
Como wy = rnen, tenemos que las raices n-ésimas de z son:
i2km
Wy = Woe k=0,..

12k
v =¢€ » k=0,...,n—1

Asi, las raices n-ésimas de z son:
wr =wevr k=0,...,n—1

Es decir, las raices n-ésimas de un complejo z son las raices n-ésimas de la unidad multi-
plicadas por su raiz n-ésima correspondiente a evaluar en k = 0.
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3. Sea z =re? € C, wy con k € {0,...,n — 1} sus raices n-ésimas y v, con k € {0, ..

las raices n-ésimas de la unidad. Entonces

n—1 n—1

1 o0
Zwk = Zrnenvk (por (b))
k=0 k=0

P3) 1. Calcule (1 +4/3)36

2. Calculando (1 — %)™ demuestre que

(V2)"cos (%”) > . (22)(1)k

10
1+iv/3
3. Calcular (1—1’\/5)

Solucion:

1. Sea z = 1 + iv/3 calculemos su forma polar:

r=zl=v1+3=2
tg(0) = ? y 2 esta en el primer cuadrante = Arg(z) =0 = %

im
3

Luego z = 2e7s, por lo tanto

236 — (26%')36
= 2366%
— 236€i7r12
— 236(62i7r>6
— 23616

— 236

wn—1}
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2. Por el Teorema del binomio, tenemos que

(=" =3 () (=)
= (6) + (D) + (5) (=07 + (5) (=) + (D (=) + (5) (=) + . + (1) (=)

1) = ()4 + () i) - () i) e ()"

Antes de seguir notemos lo siguiente, como (—i)* = 1 tenemos que:

Haciendo k = 21 : (—i)? =
Haciendo k = 21 +1: (—i)?

Por lo tanto los términos que acompanan a los coeficientes combinatoriales se van repi-
tiendo (repite la serie 1,—i,—1,7). Asi, sabemos cuales son los signos de cada término
y si va multiplicado por una i o no. Ahora que tenemos claro el comportamiento de los
coeficientes, escribamos (1 — ¢)" separando la parte real e imaginaria:

b+ (- )+ Jeal0)-6)+0)- )+

= > (Wevren X (40 e

kEN k<% keENk< 2L

Para entender la altima igualdad, notemos que si n es par, entonces (—i)™ es real (ver
(*)), por lo tanto el ultimo término pertenece a la parte real, lo que concuerda con la
igualdad en cuestion, ya que si n es par entonces 5 € Z, por lo que el tltimo término
aparecera en la parte real (el razonamiento es analogo si n es impar).

Calculemos ahora (1 —¢)™ usando su forma polar. Sea z = (1 — 1)

r=lzl=V1i+1=12

iy

tg(d) = —1 y z esta en el cuarto cuadrante = 6 = =F

(1—i"=2" = (V2=

Asi, tenemos dos expresiones para (1 — 7). Luego sus partes reales e imaginarias deben
coincidir, con lo que obtenemos que
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V()= % ()

keNk< st

) 10
3. Para calcular (%) , veamos la forma polar de z = 1+ iv3 yz =1- iv3

Il

o

S

@
7N
N
wl|§
~~

+

o~

»

Q

S
7 N
N

w |y
N~

2 2
_ —1+4V3
2
O
P4) 1. Sea z € C tal que |z| # 1 y considere n > 1. Probar que
1 " 1
1427 14+ (2)"
(donde Z es el conjugado de z) es un nimero real.
2. Sean z1 y z2 complejos tales que |z1] = |z2| = 1. Pruebe que |21 + 22| = |z1]| + |22] si y

solo si z1 = 29.

Solucion:
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1. De las propiedades de los conjugados tenemos que:

Por lo tanto

1 1 1 1 1
1+ 140 1+z”+<1+z"> e(l—i—z”)

Notar que 14 2™ # 0, ya que estamos trabajando con z € C tal que |z| # 1, por lo que
no hay problema de indefinicion.

2. Probemos las dos implicancias
(«=) Suponemos z; = 23

|21 + 22| =22
= 2|z
= |z1] + |z
= |z1] + [2]
Por lo tanto 21 = 20 = |21 + 22| = |z1] + |22]
(=) Suponemos que |z1 + 22| = |21| + |22]

21+ 222 = (21 +22) (21 + 22)
= (214 22)(Z1 + 22)
= 2121 + 2122 + 2921 + 2922
= |z1]? + 2122 + 2271 + |22
= |z1]? + |22]* + (2122 + 2122)
= 2+ 2Re(2122)
Por otro lado, (|z1| + |22])2 = (1 +1)2 =4

Ahora,
21+ 22| = [21] + |22 = |21+ 2 = (|21] + |22])°

Por lo tanto

4=2+ 2R€(2122) S2=1+ R@(Zlfg)

1= R6(2122)
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Asi, llegamos a que 1 = Re(z1Z2). Ademas, notemos que
|2122] = |21]|22| = |21][22] =1-1=1
Veamos ahora que 1 = Re(z122) y |2122| = 1 implican que 2125 = 1:

Re(z122) =1 = 217 = 1+ ib para cierto b € R. Pero también tenemos que |z122| = 1,
luego

L+ib|=V1+02=1 & 1+b*=1 & b=0

Por lo tanto tenemos que z1z2o =1 +i0 =1

- —1, = —1 -1 .
z21Z20=1 = 2] 21Z2 =2 z1 = existe pues z1 # 0
1 1 1

= Zy = 2]
= 2=
=Z =2 (|zal =1)
= 22 =21
Resumiendo, tenemos que |21 + 23| = |z1] + |22] = 21 = 22 que es lo que queriamos

demostrar.

P5) 1. Sea z € C un ntimero complejo que satisface las propiedades: |z| =1y |z 41| = 1. Pruebe
que z es una raiz cibica de la unidad.

2. Sean 21,25 € C

a) Probar que
11— Z120)* — |21 — 22> = (1 — |21 ?) (1 — |22]?)

b) Deducir que si |z1| < 1y |22| < 1, entonces

|21 — 22|
|]. — 5122|

Solucién:

1. Sea z € C, entonces z = a + b para ciertos a,b € R
lzl=1 = |22=1 = a>+b* =1 (1)
lz+1=1 = z2+1?=1 = (a+1)?+b?’=1 = a®>+b?>+2a=2

Luego, combinando ambas ecuaciones
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14+2a=2 = a= 5. Reemplazando a en (1),

oS

Vb= -3

1402 =1= b=
Analicemos ambos casos:

V3

2
—1 3 i2x
—7"‘2% = z=€3
=23 =(eF)3
=23 = (cos (2{) + isen (27”))3
= 23 = cos(27) + isen(2m)
=23=1
—v3
V3
2
—1_ V3 == 3
2= == —i— =
2 2

=23 = (cos (%ﬂ) —isen (2?”))3

= 28

= cos(2m) — isen(2m)
=23=1

Asi, en ambos casos tenemos que 22 = 1 que es lo que queriamos.

2. a)

1=z — 21— 22> = (1-Z12)(1 - Z122) — (21 — 22) (21 — 22)
=(1—Z122)(1 — :1%2) — (21 — 22) (21 — 22)
= (1 - 2172 — Ziz + |2122)?) — (|21]* — 2122 — Z122 + | 22/?)
=1—[af =2 + |2z

=1 =]z - |2
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b) Como |21] <1 = |21/ <1 = (1 —z]?) > 0. Por lo tanto tenemos que
0< 1=z A 0<(1—|z?

Luego
0<(1—]a’) ]zl
y por la parte anterior, tenemos que

0< |1 7212’2|2 — |Zl — Z2 2
o equivalentemente

0< (|1 — 2122| — |Zl 7Z2|) (|1 — 2122| + |Zl 7Z2|)

A B

Ahora, como B >0y AB > 0, entonces A > 0. Por lo tanto

1= Z1za] — |21 — 22| >0 = [1—Z120] > |21 — 20| = |
|1—2122|

Notar que no hay problema en dividir por |1 — Z723|, pues |1 — Z722| > 0. En efecto:
[z1] < 1A |22l <1 = [Zi| Az <1 = |Z1z2| <1 = —|zZ122| > —1

Ahora, usando la propiedad de desigualdad triangular y el hecho que |1| = 1, obte-
nemos que

1= |1_7122 +7122| < ‘1_7122|+|EZQ| = |1—7122| 21—|7122‘ >1—-1=0.

d

7.2. Problemas propuestos.

P1) 1. Calcule todas las soluciones complejas de la ecuacion 2z = —1 para n > 2.

2. Pruebe que la suma de las soluciones obtenidas en la parte i es cero.

3. Pruebe que ngzj =—4

P2) Sea a una raiz séptima cualquiera de la unidad, distinta de 1. Pruebe que :

l.1+a+a?+ad+a*+a®+ab=0.

(o3 O¢2 O(g
2. 1+a2 + 1+a% + 1+ -2

ab T
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P3) 1. Calcule las raices de 22 = —i y expréselas de la forma a + bi.

1
2. Si z4+ — = 2cos(a), calcule los posibles valores de z € C y muestre que
z

1
2"+ = 2 cos(na).

3. Pruecbe que VneN, (1—-49)"+(1+49)" R

P4) Considere los ntimeros reales

1. Probar la siguiente igualdad de nimeros complejos
S +1iS" = (1+ cos(a) + isen(a))"
2. Escriba el namero complejo 1 + cos(a) + isen(a) en forma polar y deduzca que
S = 2"(cos(a/2))"cos(na/2) y S =2"(cos(a/2))"sen(na/2)

Indicacién: recuerde que sen(2a) = 2sen(a)cos(a) y cos(2a) = cos?(a) — sen?(a)

P5) Sean > 2, sea a = cos (25) +i - sen (25) y sean X,Y € M,,,(C) las matrices definidas por
(X)js = aG-DE=D  (¥), = q=G=D0=1),
1. Calcular X2

2. Calcular XY.
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MA1101 INTRODUCCION AL ALGEBRA

14. Semana 13

P1 (a) Si tenemos |z| = |z + 1| = 1, elevando al cuadrado se tiene que |z]*> = |z + 1|> = 1
recordando que para z € C se tiene que |z|*> = 2 - Z, entonces

|z+1|2:1
(z+1)-(z+1) =
(z+1)-(z+1) =
(z+1)-(z+1):1
zZ+z+zZ+1=1
2P +2+z+1=1
l+z2+z+1=1

z= —1-%
Por otra parte se tiene que
P=27

=22 (-1-2) \usando la igualdad anterior
=—-22—2-2-%

— 22—z |z

— 22—z
=z(—2z-1)
=2Z \usando la igualdad anterior
= |2|*
=1

Se concluye que z es raiz cibica de la unidad.
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(b) Sean zy,29 € C

(1 = 2021)(1 — 2271) — (21 — 22) (21 — 22)
(1= 22)(1 = 271) — (21 — 22) (71 — 22)
(1= 2z1)(1 — 2221) — (21 — 22) (71 — 22)

=1—72321 — 2971 + 20712122 — (21 — 22)(Z1 — %2)

|1 — ZQZ_1|2 — |251 — Z’2|2

=1—"2 — 2071 + |21} 22)? — (21 — 22)(Z1 — 22
=1 -7z — 27 + a2 — (a7 — 2% — 227 + 2%)
=1—T2 — 2071 + |21} — (|2 — 217 — 271 + |22]?)
=1-Tz — 27+ |2 znf — |4+ 2% + 27 — |2
=1+ a2 - | - |2l
= (L= |z1*) = |2o)* + [21*] 22
= (1—|al*) = l2f*(1 — |«
= (1= [z~ |z

(c) Como se tiene que |z;| < 1y |22] < 1, elevando al cuadrado se deduce que |z[*> < 1y

|22]> < 1, 0 lo que es lo mismo (1 —|z1]?) > 0y (1 — |23]?) > 0, si multiplicamos ambas
desigualdades se tiene que

(1= [z (1 = |2) > 0

11— zz1* — |21 — 22| > 0 \usando la igualdad anterior
1
1— 27 > |21 — 2 e
1—2z" > [a -7\ TRt
|]_—ZQZ_1|2 |Zl —ZQ|2
|]_ — ZQZ_1|2 |1 — ZQZ_1|2
21 — 20|
1> —
’1 — ZQZ_1|2
|21 — 2/
1> ——
’1 _ Z2z—1|2 \\/6
1> |21 — Zi“
11— 2271
1> la = 2] zi‘
’1 — ZQle
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P2 Por propiedad de los complejos si z € C y 2z = Z entonces z € R, procedemos entonces a

. iy _ 1 1
obtener el conjugado de la expresion, llamemos w = 177 + 175, luego
_ 1 1
w =
142z 14727
— L Grmemem
T 14zt 147 aTmsAaTe
I1+20 142" &) Z2
1 1
= — \el conjugado de un niimero real es el mismo nimero
1+2¢ 14727
1 N 1
I+ 147
1 . 1
142" 147
! + ! \Z1 - Z2 = 71 - Z3 inducti te 27 = 2"
= — Z1 - 22 = 21 * Z5 inductivamente 2? = Z
1+z" 143 b=
1 n 1 \3
= zZ=12z
1+2z" 1420
1 N 1
Sl 14
=w

Se concluye que w € R.

P3 (a) Sean z; = |z1]e"" y 25 = |29]e

(b)

2 Jas representaciones polares de z; v 2o respectivamente,
el 4ngulo entre z; y 29, es decir entre 6; y 6, puede ser 6; — 05 0 5 — 0; (dependiendo
si 7 > 0y 0 si 0y > 0, respectivamente), supondremos, sin pérdida de generalidad, que
0, > 0y, con esto 0 — 0y = ¢, recordar que Z; = |z|e?2 = |z]e™™ luego 2, - 7 =
|21]|22]€?®17%2) = |21||22]e*®. Notemos que el conjugado de z; - Z; es 21 - 2o, con esto
21 T+ 721 29 = 2Re(21 - 3) = 2Re(|21]]22|€%) = 2|21 || 22| Re(e?) = 2|21||22| cos ¢. Notar
que como coseno es par, cos ¢ = cos(f; — 0y) = cos(f — 61) con lo cual se deduce que
sin importar las condiciones de los angulos se llega al mismo resultado.

[sI* = Ju —of?

= (u—v)(u—0o)

= (u—v)(u—"7)

= uu — UV — VU + VU
= uu + vv — (uv + vu)

= [ul* + |[v]* — 2|ul|v| cos ¢ \usando la parte (a)
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P4 La relacién es de equivalencia si es refleja, simétrica y transitiva

- Refleja: Sea z; € C es claro que |z1| = |21| & 21R 2.

- Simétrica: Sean z1, 29 € C, como 1Rz < |21 = |22| © |22] = |21] & 22R21.

- Transitiva: Sean z1, 29,23 € C, como z1Rz2s y 20Rz3 se tiene que |z1| = |z| = |z3] =
|z1| = |23] © 21R23.

Luego la relacién es de equivalencia, para la clase de equivalencia de zy tenemos que

2olr ={z€C | 20Rz}={z€C | 2+iV5|=|z|} ={z€C | |2|=3}

Dado que z = x + iy esto quiere decir que |z + iy| = 3 o lo que es lo mismo z? + y? = 3%
esto describe una circunfenrencia de radio 3 centrada en el origen.

P5 Basta demostrar que z =2

|z 41| = |z — 1
|2 +i]* = [z — ]
(z+i)(z+1) = (z =) (z = 9)
(z4+0)(Z—1i)=(z—1)(Z+1)
Z—zitiZ—il=2Z+2i—iz—1
—zi +iZ — i* = 2i — iz — i?
—zi4iz — (—1) = zi —iz — (—1)
—zt+iz+1=z1—1z+1
—2i 1z = 21 — iz
2z = 2z \ - 21
—4 — 4z

z

2

QY
I

Sy}
I

Se concluye que z € R.
P6
(1—)*1+i) = [(1—a)(1+i)*

— (12 o i2)4
= (1= (=)
— 94

= 16

Sebastian Espinosa Trujillo 53 Consultas: seba-spio@hotmail.com



UNIVERSIDAD DE CHILE

FacurtaD DE CIENCIAS FiSICAS Y MATEMATICAS
UNIDAD DE CALIDAD DE VIDA ESTUDIANTIL 14 SEMANA 13

MA1101 INTRODUCCION AL ALGEBRA

—1 -1
147+ -5 -=1+1+ !
[1—il*+1 (1—=9)(1—1d)+1
1+i+ i1
= VA -
(N EEY
—1
— 144
e e
1—1 2—1
— 14 :
Tite o Vo
1+.+i—1 2—1
241 2—1
o (@G=1)2—9)
=1+i+ 57 _ 12
2% =2 =241
=1+1+
5
1_'_._|_3i—1
= i
5
1+.+3i 1
= 1 _—— =
5 5
48
5 5

k
- n
_ ika
o Z k €
k=0
n n .
= e
k
k=0
— (eza _|_ 1)n

—~

(1)

_ 2; <Z> (cos(k - a) +isin(k - )
(1)
(1)

cos(k - &) + i ;O (Z) sin(k - a)

cosa +isina +1)"
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(b) Usando la indicacién se tiene que

cos?(a/2) — sin®(a/2) + 2isin(ar/2) cos(a/2) + 1)"
cos?(a/2) + 2isin(a/2) cos(a/2) + 1 — sin*(a/2))"
cos?(a/2) + 2isin(a/2) cos(a/2) + cos?(a/2))"

2 cos?(a/2) + 2isin(ar/2) cos(a/2))"

= [2cos(a/2)(cos(a/2) + isin(a/2))]"

(cosa+isina+ 1)" =

(
(
(
(

&
o
PN
N
Q
~
[\
~—
+
~.
e,
=
S
Q
~
[\
~—
~—

Recordemos que esta expresion es equivalente con S + 157, luego igualando partes real
e imaginaria con sus respectivos términos se tiene que S = 2" cos™(a/2) cos(n - a/2) y
S = 2"cos™(/2) sin(n - a/2).

P8 Primero podemos expresar como sumatoria ambas expresiones

27 A 6 2(n —1)m 2k
COS — + COS — + COS — + ... + COS ———— = cos — = S
" " " n k=1 n
n—1
2 4 6 2(n—1 27k
sinl+sinl+sinl+...+sinu: E gin 2 _ o
" " n n k=1 n
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Procedemos a sumar S + 1.5, esto nos entrega

S +1i9

S +is

2k . 2wk
Z cos — +1 sin ——
n n
k=1 k=1
il ( ok . 27rk;)
Z COS —— + 181N ——
n n
k=1
n—1
2mki
e n
k=1
n—1
2rki
en +1-1 \sumar 0
k=1
n—1
2rki
en —1
k=0
27
en )" —1
( 27”,) -1 \geométrica
en —1
627”' -1
2mi —1
en —1
1-1 1
e% -1
—1

Ahora si igualamos partes real e imaginaria se tiene que S’
componente imaginaria) y S = —1, tal cual querfamos demostrar.

\incorporando primer término a la sumatoria

0 (el resultado no tiene

P9 (a) Como z es raz n-ésima quiere decir que z" = 1, si n es divisor de m, entonces m =n -k
con k € Z, entonces se tiene que 2™ = 2"* = (2")* = (1)¥ = 1, con lo que se concluye
que z es raiz m-ésima de la unidad.

(b)

Sean 21,2y € U esto quiere decir que existen ny,ny € IN tales que 21" = 1y z3% = 1,

hay que demostrar que z; -
(21 -2, 1)" = 1, en efecto, tomando n = n; - ny se tiene que (z; - 25, )"

ni-ng

(2, 1)

22

(z9%)™

1
Z9

_ 1m2
= I

€ U, es decir, encontrar un n € IN,n > 2 tal que

22

1 )nl-nz —

(21

= 1. Se concluye que (U, -) es subgrupo de (S, -).

Sebastian Espinosa Trujillo
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