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Auxiliar 13:Complejos

Ya no hay dias buenos o malos, solo hay matraca

01.- Niimeros Complejos

[Formalidad]: Identificamos C = R?, de manera que se definen las operaciones + y - para z = (a,b),w = (¢,d) € C
por:

z4w =(a+c,b+d)

z-w = (ac—bd,ad + bc)

[Unidad Imaginaria]: Se define i = (0,1)

[Forma cartesiana]: La expresion a + bi , a,b € R es la forma cartesiana de z = (a, ).
Ademas se define:

= Re(z) = a (Parte real)
= Im(z) = b (Parte imaginaria)

[Coordenadas Polares]: Para z € C\ {0} se define el par (r,6) € (0,00) x [0,27) donde:
= 7 es la distancia de z al origen, se llama modulo de z y se anota r = |z|.

= 0 es el angulo que se forma entre el eje X (real) y el segmento que une el origen con z. Se llama argumento
(principal) de z y se anota arg(z).

[Forma polar]: Para 6 € R anotamos ¢’ = cos(f) + isin(f). La expresion |z|e?79(*) es la forma polar de z.
[Props varias]:
1) Vo, B ER, €@ - e = eloth
1) [zw| = [2] - [w]
) arg(zw) = arg(z) + arg(w) (mod 2m)
V) [2F] = [zf*
V) (eie)k _ 6i(k@)
[Conjugado]: Sea z = a + bi € C, se define Z = a — bi

[Funcién Conjugado]: La conjugacién es un automorfismo en (C,+,-), es autoinversa y restringida a R es la
identidad.

[Desigualdad triangular]: Si z,w € C, entonces |z + w| < |z| + |w|.
[Raices: Sean w € C\ {0} y n > 2. Diremos que z es una raiz n—esima de w si 2" = w.

[Soluciones]: Sean w € C\ {0} y n > 2, si w = re?® (forma polar) entonces la ecuacién 2™ = w tiene n soluciones,
dadas por:

n

j(0+2mk)
W = A/r-e’ n

[Prop]: Sean w € C\ {0} y n > 2, entonces la suma de las raices n-ésimas vale 0:
n—1
S =0
k=0

[Muchas propiedades]: Sean z,w € C
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) Si A € R, entonces Az = \Z.

f) Re(z) = Re(z) y Im(z) = —Im(z).

) Re(s) = L(=+7) y Im(2) = £ (- — )

) Si z# 0, entonces 27! = ‘71‘6_“”5’(2)

) 12l = Iz

) arg(zZ) = 2w — arg(z)

) z-Z=z
)

Si z # 0, entonces z7 - = |

m) Siw # 0, entonces | 2| = Tal-

P1. MODULO COMUN:

a) Demuestre que las raices en C de la ecuacién de segundo grado z? + z + 1 = 0, son las raices

cubicas de la unidad, distintas de 1.

b) Sea z € C una raiz ctibica de la unidad, con z # 1. Pruebe que
(1423 +1+22)24+ 1+ 2% =62

P2. a) Demuestre que Vn € N, (1 — )" + (1 +4)" € R.

b) Encuentre los valores n € N que satisfacen la ecuacion

(ﬁ_i)”_<¢§+i>”_m_

2 2

P3. a) Sean n > 2 un natural, z € C\ {0} un complejo dado, y {z0,...,2n—1} las raices n-ésimas de z.

Calcular:
n—1
T 1
k=0 7k
b) Sean z1, 25 las soluciones de 22 — 22+ 2 = 0. Demuestre que:

((0) + 20 —1)" = ((0) + 22 — 1)"
21 — %9

Vn € N, V0 € R\ {krn|k € Z},

donde (0) y csc(f) son, respectivamente, la cotangente y la cosecante de 6.

P4. Sean zj, 29 € C complejos unitarios, y u,v € C, tales que:

21 + 29 = —u,

2129 = 0.

= sen(nf)(cse())",



Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas Universidad de Chile

P5.

Peé.

pr.

Ps8.

P9

P10

P11

P12

a
b

C

d

Muestre que |u| < 2y que |v| = 1.

Muestre que z1 +Z3 = — 7.

Muestre que u = - v.

—_— — —

Si las formas polares de u y v son |u|e® y |v|e?? respectivamente, muestre que 0 = 2 4 2k, para
algtin k € Z.

Para k € N, con k > 2, denotemos por Uy, el conjunto de las raices k-ésimas de la unidad. Sean n,m € N,
con m,n > 1,y sea S el conjunto de soluciones en C de la ecuaciéon 2" = z". Muestre que:

a) Sim #n, S = UpynU{0}.
b) Sim=mn, S =[0,00) - Uap, donde [0,00) - Ugp, = {7 -w|r €[0,00) A w € U, }.
[Factorizacion en R y C]

a) Factorice en R y en C el polinomio p(z) = z* + 323 — 1222 — 132 — 15

b) Considere el polinomio p(z) = z7 + 22° — 2* + 23 — 222 — 1. Se sabe que i es raiz de p(z) de
multiplicidad 2. Encuentre todas las raices y factorice p(x) en R[z] y Clz]

Calcular los valores de a,b € R para que el polinomio P(z) = az* + bz + 1 sea divisible por ¢(x) =
2
x4+ 2x + 1.

Suponemos que P € R[z],gr(P) > 4,a,b,c € R, b # 0. Se sabe que

i) P(z) = Qi(z)(2% - b?) +cx
ii) P(r) = Qa(x)(z* — b?)(x — a) + R(x), con R ménico.

Encuentre R(x).

Sabiendo que la ecuacién 23 — 922 + 33z = 65 admite una solucién en C\ R de médulo /13, determina
todas las raices de la ecuacion.

Sea P(x) un polinomio que tiene resto A cuando se lo divide por (z — a) y tiene resto B cuando se lo
divide por (z —b). Encuentre el resto R(z) cuando el polinomio es dividido por (z —a)(xz —b). Suponga
que a # b.

Sea P(z) = 23 + ax® 4+ bz + ¢ un polinomio con coeficientes reales. Sea R(z) tal que
P(z) = (x — 1)Q(z) + R(x).
Si R(4) =0y x =1 es raiz de P(z), calcule a,b,c.

Sin =3k £ 1, para algin k € N, probar que 22" + 1 + (x + 1)?" es divisible por 22 + x + 1.
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Ejericios Resueltos y parte Pauta
Complejos
P1. Escriba en su forma cartesiana los siguientes complejos:

a) (1—i)4(1+d) (1-a) L4 -
i O ltit e

P2. Determine los valores de a,b € R tales que

1 2

+

— 144
v e T

P3. a) Pruebe que Vn € N:
1+i)"+(1—-i)"eR

b) Sea z € C tal que |z| > 1 A (z) > 0. Demuestre que
1
-)>0
(= +)

c) Sea z1,z9 € C. Demuestre que

1) (z1Z2+Z122) € R

2) |z1|* + |22 > 2172 + 7122
1+iv3
1—iV3

P5. Demuestre que las soluciones de la ecuacién z? + z + 1 = 0 son raices ciibicas de la unidad distintas de
1

P4. Encuentre las raices cuartas del complejo z =

P6. Sea w € C una raiz cubica de la unidad con w # 1. Pruebe que

(1+w)?+ (1 +w?)? + (14w =62

2
P7. Calcule cos (;) Hint: Utilice las raices quintas de la unidad de manera adecuada.

P8. Sean wog,wy, ... ,w,—1 las raices n-ésimas de la unidad ordenadas de manera usual (es decir, segin
argumento de manera creciente).

a) Demuestre que:
wowi + wiws + ... + Wp_9Wpn_1 + Wyp_1wo = 0

b) Pruebe que Vk € {1,2,... ,n —1}:

c¢) [Propuesto| Sea z € C fijo. Pruebe que:

n—1

Z(z +w)" =n("+1)
j=0
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Ejericios Resueltos y parte Pauta
Complejos
P1. Escriba en su forma cartesiana los siguientes complejos:

a) (1—i)4(1+d) (1-a) L4 -
i O ltit e

P2. Determine los valores de a,b € R tales que

1 2

+

— 144
v e T

P3. a) Pruebe que Vn € N:
1+i)"+(1—-i)"eR

b) Sea z € C tal que |z| > 1 A (z) > 0. Demuestre que
1
-)>0
(= +)

c) Sea z1,z9 € C. Demuestre que

1) (z1Z2+Z122) € R

2) |z1|* + |22 > 2172 + 7122
1+iv3
1—iV3

P5. Demuestre que las soluciones de la ecuacién z? + z + 1 = 0 son raices ciibicas de la unidad distintas de
1

P4. Encuentre las raices cuartas del complejo z =

P6. Sea w € C una raiz cubica de la unidad con w # 1. Pruebe que

(1+w)?+ (1 +w?)? + (14w =62

2
P7. Calcule cos (;) Hint: Utilice las raices quintas de la unidad de manera adecuada.

P8. Sean wog,wy, ... ,w,—1 las raices n-ésimas de la unidad ordenadas de manera usual (es decir, segin
argumento de manera creciente).

a) Demuestre que:
wowi + wiws + ... + Wp_9Wpn_1 + Wyp_1wo = 0

b) Pruebe que Vk € {1,2,... ,n —1}:

c¢) [Propuesto| Sea z € C fijo. Pruebe que:

n—1

Z(z +w)" =n("+1)
j=0
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P1. Escriba en su forma cartesiana los siguientes complejos:

Q) (1= i1+ 1) (- il
i ) l+it e

Para el primero tenemos que:

(1-i)*a+0)* = (1—4)(1+4)*
2

— (-2
= 24
= 16
Mientras que para el tercero:
0 — 1 ,— 1
0= 1>+ (i—1)(i—1)+i
14+ =1
= i
(1—3)(1+4)+3
247 1—1
= 1 )
Ot as
o 1+3it+i-1
B 2+
= 4i(24i)7!
I CES)
2+
(2—1)

= 4

7

[GAR N
U] Co Ut
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P2. Determine los valores de a,b € R tales que

1 2

a+ib+a—ib

=141
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P3. a) Pruebe que Vn € N:
1+i)"+(1-i)"eR

b) Sea z € C tal que |z| > 1 A (z) > 0. Demuestre que
1
-)>0
(=+)

c) Sea z1, z9 € C. Demuestre que
1) (z1Z2 +Z122) € R
2) |21‘2 + ‘22|2 > 2129 + Z122
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P4. Encuentre las raices cuartas del complejo z =

1+iv3
1—4v3
1+iV3
1—1iv3

Buscamos las raices cuartas de

Sabemos entonces que las soluciones son de
. (27 /3)+2km

quedan v/1e'™ 4

s (T

= G+, Luego:

Z1 = € 2226(

la forma VRe' =

in/6 i(m/6+7/2) i(m/6+m)

1+iv3

1—1iV3

Pasandolo a forma polar tenemos:

1+iv31+iV3
1—iv31+iV3
1+ 2v/3i + 342

0+2km

23 = il 24 = el

con k € {0,1,2,3}. En nuestro caso

7/6+37/2)
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P5. Demuestre que las soluciones de la ecuacién x? + 2 4+ 1 = 0 son raices ctibicas de la unidad distintas de
1 Notemos que si:
P 4r+1=0 = 23+22+2=0

Igualando estas dos ecuaciones tenemos:
Pt +l=a3 422+ = 22 =1
De donde concluimos que las soluciones son raices ctbicas de la unidad. Supongamos que son 1, luego:
12+141=0 = 3=0

Lo que seria una contradiccién.
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P6. Sea w € C una raiz cubica de la unidad con w # 1. Pruebe que

(1+w)?+(1+w?)+ (14w =62
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2
P7. Calcule cos (g) Hint: Utilice las raices quintas de la unidad de manera
Recordando que la suma de las raices quintas da 0, tenemos:

14 e2in/5 4 him/5 | (Gin/5 | Sim/5 _
Tomando parte real, concluimos que:

1 4 cos(27/5) + cos(47/5) + cos(67/5) + cos(8m/5)
1 + cos(2m/5) + cos(4m/5) + cos(4mw/5) + cos(2m/5)
1+ 2cos(27/5) + 2 cos(47/5)

Ocupando la identidad cos(2a) = 2cos(a)? — 1 tenemos que:
4cos(2m/5)% 4+ 2cos(2m/5) —1 =10

Resolviendo la cuadratica tenemos que:

adecuada.

I
o o o

2 —
cos(2m/5) 54 3

Recordando que cos(27/5) > 0, tenemos que cos(27/5) = _11"/5 ~ 0,3.

2422 —44-(-1) _ —Qim: ~-1++/5

4
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P8. Sean wog,wy, ... ,wy—1 las raices n-ésimas de la unidad ordenadas de manera usual (es decir, segin

argumento de manera creciente).

a) Demuestre que:
wow1 + wiwa + ... + Wp_oWn_1 + Wn_i1wy = 0

b) Pruebe que Vk € {1,2,... ,n—1}:

n—1
k
> (w)t=0
§=0
¢) [Propuesto] Sea z € C fijo. Pruebe que:
n—1
Z(z +w;)" =n(z"+1)
j=0
Recordemos primero que para todo k:

Tiene sentido entonces notar que wg = wy, W1 = Wpyt1, W2 = Wpit2, etc.... Veamos ademds que:

a) Calculemos:

Wowi + Wiw2 + ... + Wp2Wn—1 + Wp—1Wo = WoW1 +WiW2 + ...+ Wp—2Wp—1 + Wn—1Wp

n—1

= Z WEWk+1
k=0
n—1

— Z(wl)k(wl)k—I—l

k=0

n—1
= wi Y (w})*
k=0
~——
Geométrica
(wi)* — 1
w? —1
(wi)* =1
w? —1
121
wf—1

= wl
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P1.

b) Similar a lo hecho en la parte a):

= > (wpy
J=0
R —
Geométrica

(wh)" — 1
wh —1
(wp)t — 1
wh —1
-1

wh — 1

= 0

c¢) La idea de esta parte es recordar que el Teorema del Binomio funciona para elementos de C (de
hecho el Teorema del Binomio nos da algo més potente atin, una igualdad de polinomios):

n—1 n—1 ]
Z(z+wj)” = (z +w])"
Jj=0 Jj=0
n—1 n n
= Z (k) w{kzn—k
7=0 k=0
n n—1 n
= Z (k‘) w{kzn_k
k=0 j=0

n—-1 n—1 n n—1 n—1 )
- (zw{-o (5 (k))( <wj>k) o (wa)
7=0 k=1 7=0 7=0

—_———
Suma de 1’s =0 por b) Suma de 1’s
= 2"n+n
= n(z"+1)
[Igualdad por coordenadal
Sean p, q € R[z] tales que:
px) = Q2+ f)+(e+ flz+(a—d)z* + (2a+c)z” + (a+ b)z’
qz) = 3+(f+2x+(@a+b+c+da®+ (b+c+ 1)zt + bad

Determine los valores de a, b, c,d, e, f € R tales que p = g. Escriba el polinomio resultante.
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P2.

P3.

P4.

P5.

[Propiedad Importante]

Sea p un polinomio con coeficientes reales tal que p #Z 0 tal que 4,1,2,3 son raices de p. De el grado
minimo del polinomio y suponiendo que p es del grado minimo y moénico encuentrelo.

[Factorizacién en R y C]

a) Factorice en R y en C el polinomio p(x) = z* + 322 — 1222 — 13z — 15
b) Considere el polinomio p(z) = 27 + 225 — 2* + 23 — 222 — 1. Se sabe que i es raiz de p(x) de
multiplicidad 2. Encuentre todas las raices y factorice p(x) en R[z] y C[z]

c¢) Se sabe que el polinomio
p(z) =223 — (54 6i)2% +9iz — 3i + 1

admite una raiz real a (es decir, a € R). Determine todas las raices de p(z)

[Encontrar un polinomio|
Sea p(z) € R(x) un polinomio ménico con (p) = 3. Se sabe que p(x) es divisible por (z — 1) y que los
restos de sus divisones por (z —2), (z —3) y (z —4) son iguales. Determine p(x), justificando sus pasos,
y encuentre todas sus raices.

[Correspondencia en Polinomios]
Sea p € Clz].
a) Demuestre que p(z) es sobreyectivo, si y sélo si (p) > 1.
Hint : Puede ser 4til el teorema fundamental del dlgebra.
b) El objetivo de esta parte es probar que p(z) es inyectivo, si y sélo si (p) = 1.
(i) Demuestre que si (p) = 1, entonces p(z) es inyectivo.
(ii) Demuestre que si (p) < 1, entonces p(x) no es inyectivo.
(iii) Sean > 1, A\,a € C. Definamos ¢q € C[x] como:

Demuestre que g(x) no es inyectivo.
(iv) Concluya la direccién que falta.
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P1. [Igualdad por coordenadal]
Sean p, q € R[x] tales que:

p(z) = Q2+f)+ e+ Hz+(a—dat+ (2a+ )z’ + (a+ bz’
qx) = 3+(f+2x+(a+b+c+da®+ (b+c+ 1)zt + ba®

Determine los valores de a, b, c,d, e, f € R tales que p = ¢. Escriba el polinomio resultante.

Recordando que dos polinomios son iguales si y sélo si sus coeficientes son iguales, vemos que:

2+f = 3
e+ f = f+2

0 = a+b+c+d
a—d = b4+c+1
2a+c = b
a+b = 0

Tenemos 6 incégnitas y 6 ecuaciones, resolviendo el sistema obtenemos:

Por tanto el polinomio resultante es:

p(x) =q(z) =3+32 —2* — —x
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P2. [Propiedad Importante]

Sea p un polinomio con coeficientes reales tal que p #Z 0 tal que 4,1,2,3 son raices de p. De el grado
minimo del polinomio y suponiendo que p es del grado minimo y ménico encuentrelo. Notemos que
como i es raiz entonces i = —i también lo es. Por ende el polinomio tiene por lo menos 5 raices
(1,—1,1,2,3) y por tanto el grado de p debe ser mayor a 5. Como el polinomio debe tener lo anterior

como raices, tenemos que:
p(z) = (z—i)(z+i)(z —1)(z—2)(z —3) =2° — 62" +122% — 122% + 112 — 6

Satisface lo pedido.
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P3. [Factorizaciéon en R y C]

a)
b)

c)

Factorice en R y en C el polinomio p(z) = x* + 323 — 1222 — 13z — 15

Considere el polinomio p(z) = z7 + 22° — 2% + 23 — 222 — 1. Se sabe que i es raiz de p(z) de
multiplicidad 2. Encuentre todas las raices y factorice p(x) en R[z] y Clz]

Se sabe que el polinomio
p(z) =22% — (5+6i)2° +9iz — 3i + 1

admite una raiz real a (es decir, a € R). Determine todas las raices de p(z)

Por el teorema de la rafz racional sabemos que si 7 = § € Q es una rafz entonces a| — 15 y b|1,
luego las posibles raices racionales son:

{£1,+£3,+5,£15}
Veamos si encontramos alguna:

p(1) = (D*+31)°-12(1)2-13(1) —15=—-36
p(=1) = ()" 4+3(-1)3 —12(-1)? —13(-1) — 15 = —16
p(3) = (3)*+3(3)°-12(3)%-13(3)—-15=0

Es decir 3 es raiz, luego (x — 3)|p(x). Dividiendo polinomios:
[style = C, div =:]z* 4 3% — 1222 — 132 — 152 — 3

Nuevamente por el teorema de la raiz racional las raices racionales del polinomio resultante 23 +
622 + 62 + 5, pueden ser:
{£1, £5}

Ademés sabemos que 1 no pueden ser raices pues ya las probamos y no eran raices de p, probemos
las que faltan:

q(5) = (5)°+6(5)>+6(5) +5 =310
g(=5) = (=5 +6(=5)+6(=5)+5=0

Es decir —5 es raiz, dividiendo polinomios:
[style = C, div =:]z* 4+ 62% + 6z + 5z + 5
Para factorizar el polinomio resultante z? + x + 1, ocuparemos la formula cuadrética, de donde

obtenemos que:
—leVi-4 1 V3 .
2 2 2
Estamos listos para entregar la factorizacién de nuestro polinomio original. En R:

T12 =

p(x)=(z—=3)(z+5) (> +z+1)

p(z) = (x —3)(z +5) <m+1—\/§i> (x—i-;—i-\fz)

y en C:

2 2
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b)

Notemos que hay 7 raices en total (pueden repetirse, es decir, pueden tener multiplicidad). Notar
ademds que si i es raiz de multiplicidad 2, entonces (z — 7)(x — i) divide a p y como p € R|x] se
tiene que el conjugado de estas raices tambien son raices. Entonces como i es raiz doble (es decir,
de multiplicidad 2) se tendrd que i = —i es raiz doble tambien. Por lo que tenemos 4 raices, faltan
3, para esto notemos que el polinomio (z —i)(z —i)(z +1i)(z +1i) = (22 + 1) (22 + 1) = (22 +1)? =
x* 4 222 + 1 divide a p(z). Entonces

[style = C,div =:]z" 4 22° — 2* + 23 — 22 — 12" 4 222 4 1

= 2’4225 —atpad -2 1=+ 222 4+1) (- 1)
Por lo que las raices que faltan son las raices de (23 — 1). De donde planteamos la igualdad
P —1=0 = 3=1

2km
Dado lo anterior, = debe ser una raiz cubica de la unidad, es decir, e3 con k € {0,1,2}.

Finalmente
27 47

= 27422 —at a2 202 —1=(2* 4222 +1)- (2 — D)z —e3 )(xz —e3)
Por lo que la descomposiciéon en los complejos es

27 4m

pla) = (z —i)*(z +i)*(x — 1)(z —e¥ )(x —e3)
y en los reales es
pla) = (@ +1)%(@ - (@ + 2 +1)
Como a es raiz real, se tiene que p(a) = 0, es decir,
p(a) = 2a® — (5+ 6i)a® + 9ia —3i +1=0

Notar que aca no podemos usar el teorema de la raiz racional. Sin embargo, como a € R sabemos
que (a) =ay (a) = 0. Entonces tomando parte real en la igualdad anterior se tiene que

20> —5a>+1=0

1
Donde aqui si podemos usar el teorema de la raiz racional, obteniendo que a = 3

Entonces volviendo al polinomio del enunciado, si evaluamos p(%) obtenemos lo siguiente

p(;)=2(;>3—(5+6i) (;)2—1—92'(;)—3@'—1—1:0

Por lo que podemos hacer divisiéon sintetica o divisién de polinomios para seguir calculando las
raices

Entonces procedemos por division sintetica

2 -5-6i Oi “3i4+1 | 1/2
1 23i  -1+3i
2 461 2461 0
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Donde en la columna 2, el ntimero 1 se calculo a partir de 2 x % En la columna 3, el valor de
—2—3i = (—4 —6i)3 y en la columna 4, el valor —1 + 3i = (—2 + 6i)3.

Finalmente p(z) = 223 — (5 + 6i)2% + 9iz — 3i + 1 = (2 — 5)(22? + (—4 — 6i)z + (—2 + 61))

Por lo que falta encontrar las raices del polinomio 222 + (—4 — 6i)z + (—2 + 6i) en donde usando
la ecuacion cuadratica podemos concluir que z =142ty 2 =141

En conclusién, las raices son %, 1+2iy1+4+14
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P4. [Encontrar un polinomio]
Sea p(z) € R(x) un polinomio ménico con (p) = 3. Se sabe que p(x) es divisible por (z — 1) y que los
restos de sus divisones por (z —2), (z —3) y (xr —4) son iguales. Determine p(z), justificando sus pasos,
y encuentre todas sus raices.

Notemos que como (z — 1)|p(z):
p(z) = (x = 1)q(z)

Donde como p es ménico ¢(z) = x2 4 bx + ¢. Luego:
p(z) = (z — 1) (2> + bz + ¢)

Utilizando el teorema del resto, tenemos que p(2) = p(3) = p(4). O de manera equivalente:

p2) = pB3) _ = A+2+c = 209+3b+c) db+c = —14
p(3) = p(4) 20943b+c¢) = 3(16+4b+c) 6b+c = —30
Resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos que b = —8 y ¢ = 18. Por tanto:

p(x) = (x — 1)(2% — 82+ 18) = 2 — 922 + 262 — 18

Nos falta encontrar las raices. Es claro que x1 = 1 es una raiz, para encontrar las otras usaremos la
férmula para la cuadrética sobre 2 — 8z + 18, de donde tenemos que:

8+ v64—4-18
2

T23 = :>l'2:4+i\/§, $3:4—i\/§
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P5. [Correspondencia en Polinomios]
Sea p € Clz].

a) Demuestre que p(z) es sobreyectivo, si y sélo si (p) > 1.
Hint : Puede ser util el teorema fundamental del dlgebra.
b) El objetivo de esta parte es probar que p(z) es inyectivo, si y sélo si (p) = 1.

(i) Demuestre que si (p) = 1, entonces p(x) es inyectivo.

)
(ii) Demuestre que si (p) < 1, entonces p(x) no es inyectivo.
(iii) Sean > 1, A\,a € C. Definamos ¢q € C[x] como:

(

q(z) = Mz —a)"

Demuestre que g(x) no es inyectivo.
(iv) Concluya la direccién que falta.

a) = (=)
Probaremos la contrarreciproca, es decir:

(p) <1 = p(x) no es sobreyectiva

Si (p) < 1, entonces p(x) = ¢ para algin ¢ € C. Tomemos entonces a # ¢, luego Vz € C

plz)=c#a
De donde vemos que p no es sobreyectivo.
| | ( <— )
Sea b € C, queremos encontrar a € C tal que p(a) = b. Definamos entonces el siguiente
polinomio:
f(z) =p(x) —b
Como (p) > 1, entonces (f) > 1. Por el teorema fundamental del algebra existe xq tal que
f(zo) = 0. Luego:

f(xo) =
p(zo) — b
p(zo) = b

Tomando a = xg concluimos.

b) (i) Si (p) =1, entonces p(x) = ax + b con a # 0. Sean x,y € C, tales que p(z) = p(y), luego:

p(z) = p(y)
ar+b = ay+>
ar = ay
r =Yy

Por tanto p(z) es inyectiva.
(ii) Si (p) < 1, entonces p(x) = a. Luego 0 # 1, pero p(0) = p(1), es decir p(x) no es inyectiva.
(iii) Como n > 1, sea wo y w; dos raices n-ésimas de la unidad tal que wp # wj. Definamos
up = wo +ay u; = wi + a, es claro que ug # u, pero:

>

Q(UO) = )\(Uo—a)n = )\(wg—l—a—a)” = )\(wo)” =
gu1) = Mup—a)" = Mwi+a—a)" = Mw)" = A

Es decir q(ug) = q(u1) y por tanto g(x) no es inyectiva.
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(iv) Recapitulando. En la parte (i) probamos que:
(p) =1 = p(z) es inyectivo
Nos falta probar la reciproca. Por contrarreciproca probaremos que:
(p) #1 = p(x) no es inyectivo

Como el (p) # 1, tenemos que (p) < 1 o (p) > 1. Si (p) < 1, de donde concluiriamos por la
parte (7). Asumamos entonces que (p) > 1, tenemos dos casos:

» Caso 1: (p tiene solamente una raiz)
Si p tiene solo una raiz, llamémosla a € C | entonces p es de la forma:

p(x) = Az —a)"

De donde por la parte (iii), tenemos que p(z) no es inyectiva.

= Caso 2: (p tiene al menos dos raices)
Si p tiene al menos dos raices, llamemoslas a,b € C. Entonces p(a) = p(b) = 0, de donde
concluimos que p(z) no es inyectiva.

Como de cualquier manera p(z) no es inyectiva, concluimos.

“La ciencia ha eliminado las distancias, pregonaba Melquiades. Dentro de poco, el hombre podrd ver lo que
ocurre en cualquier lugar de la tierra, sin moverse de su casa”.
Gabriel Garcia Mdrquez-100 anios de soledad-remake aux 1 para la vidA
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