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15. Semana 14

P1 (a) p(x) es un polinomio de grado n, sin embargo, L(p)(z) disminuye en 1 el grado del

(b)

polinomio (notar que el exponente de x llega hasta n — 1), por lo tanto, el grado de
L(p)(z) esn — 1.

Llamaremos p(z) = Y ,_jaxz” vy q(z) = > 1", bix', calcularemos L(p) - q, L(q) - p y
L(p - q) por separado.

Q—Zkakx be

-q = Z kayzt~ Z bzt \partir de 0 en esta sumatoria no la altera

= Z Z kapbxh it \k no depende de i
k=0 i=0

Lo que ven ahi es una sumatoria doble cuyo mayor grado de x serd n +m — 1, vamos a
reordenar esta sumatoria, pero antes es necesario ilustrarla con un ejemplo para entender
mejor lo que ocurre, llamemos p(z) = ag + a1x + asx? y q(x) = by + b1 + byw? + by, se
tiene que L(p)(z) = a; +2asx, luego L(p)(z)-q(z) = (bo+bix+box?® +bsx®)(ay +2asx) =
a1by + 2a2bor 4+ a1biz + 2a9b12% + a1bax? + 2a9b9x® + a1bsx® + 2a9b52, efectivamente
el mayor grado es 2 + 3 — 1 = 4, reordenando el resultado se tiene que a1by + (2a2by +
aiby)z + (2a2by + arby)x? + (2a2by + a1b3)x® + 2asb32* notar entonces que este resultado
se puede expresar como una sumatoria del estilo

n+m

1
E Cix
j=0

Ademas Cy = 0, C7 = a1by y Cy = 2a2bg + a1by, y fijdndonos en el resultado obtenido
anteriormente se tiene que Cy = 2asby+a1b1 = 0-agba_g+1-a1b1+2a2by = Zi:o kagbs_,
veamos si se cumple para Cs (el coeficiente que acompana a x?), nos deberfa dar como
nos dio en el ejemplo 2asb; 4+ a1by. Calculando Zizo kapbs_r = 0 - agbs_o + 1 - a;by +
2a5b; + 3asby pero az no existe (=0), lo que nos da 2asb; + a1bs que coincide con lo
que se queria llegar, resumiendo, para un Cj la férmula queda C; = Zi:o kaibj_j el
reordenamiento final de la sumatoria es

n+m j

Z Z k’akbj_kxj_l

=0 k=0

Lo que se hizo fue un reemplazo de indices, antes la sumatoria doble tenia dos (i y
k) independientes entre si pero tenfan un fin en comun: el exponente de x, entonces
era posible cambiar la sumatoria para que fuera de 0 a n + m, con un indice j (asi se
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recorrian los exponentes de x solamente una vez) y respecto a los coeficientes es preciso
notar que k,i > 0y su suma tenfa que dar j (z't5~1 = 2971), pero tener dos indices que
sumados dan j es igual que tener uno que va de 0 a j y el otro es la diferencia entre
ellos, de ahi que el indice ¢ se reemplazo por j — k.

En el caso de L(q) - p se tiene que

L(q)-p= i ibr ! i apz”
i=1 k=0

n

L(p)-q= Z bt Z apzk \partir de 0 en esta sumatoria no la altera
i=0 k=0

Z Z japb;z ! \k no depende de k
i=0 k=0
n+m j

= Z Z(] — k’)akbj,k%‘jil

=0 k=0

Siendo consistentes con el reemplazo del desarrollo anterior (i = j — k), el resultado es
el mismo.

En el caso de L(p - q) se tiene que

3
+
3

3
L)

I
M-

arb; 2’ \férmula de producto de polinomios

S <o
T 1
3 ©
Eol
Il
o

=
=
2
I
]~

~ i—1
Jarb;_pa?

S o
Tl
3»—*
Eonl
Il
o

=
S
2
I
]~

jakbj_ka:j -1 \partir de 0 en esta sumatoria no la altera
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Veamos que nos da L(p) - g+ L(q) - p

n+m J n+m J
L) a+ L@ p= 35 kbl + 3 30— Kby’
J=0 k=0 =0 k=0
nt+m J . n+m J . .
- Z Z kakbj_k.l’]_l + Z Z(jakbj_kxj_l — k:akbj_kx]_l)
7=0 k=0 7=0 k=0
n+m J . . .
= Z Z(kakbj—kxj_l + jakbj_kx]_l — /mkbj_kxj_l)
7=0 k=0
n+m J .
S IR
7=0 k=0
=L(p-q)

(c) - Casobase(n = 1): Tenemos que a; = 1, luego L(p)(z) = L((z—d)) =1 = 1-(z—d)°.
- Hipdtesis inductiva: Supongamos que L(p)(z) = n - (x — d)"" !, para cierto p(z) =
(x —d)™ con n > 1. Ahora debemos demostrar que esto es cierto para n + 1, en

efecto

- PDQ L(p)(x) = (n+1) - (2 — d)", con p(x) = (x — d)"*™.

L(p)(z) = L((x — d)" - (x — d))
=L({(z—d)")(z—d)+ L((x — d))(z —d)" \usando parte (b)
=n-(r—d)" N o—d) +1-(x—d)" \hipétesis inductiva
=n-(x—d)"+(x—d)"
=Mn+1) - (z—a)"
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16. Semana 15

P1 Si «, 3,7 son las raices de p(z), dado que es ménico entonces se puede escribir como p(z) =
(z —a)(z — B)(z — ), luego igualando se tiene que

P rar+bzt+ce=(z—a)(z—B)(z—7)

— (2 —az— Bzt af)(z - )

=23 — 22 — a4 avz — B2+ Byz+ aBz — aBy
Pra+bzt+c=2"—(y+a+B)2% + (ay+ By +aB)z — aBy

Pero por igualdad de polinomios entonces los coeficientes son iguales con lo que se deduce que
afy=—c,ay+pBy+af =byy+a+p = —a. Usando esto, como los coeficientes son reales,
y admite una rafz compleja, entonces su conjugado también es raiz, luego 2,z; = |z1|* = 16,
con esto se tiene que z;zZ7y = 112, es decir, 16y = 112 con lo que la tercera raiz es y=7,
ademas

sn+z1+7=11
2Re(z) =4
Re(z) =2

Si 2z = a+iby es de médulo 4, como a = 2 quiere decir que va? + b2 = 4, con lo que b = 12
y obtenemos las dos soluciones restantes b; = 23 y by = —2\/5, finalmente las 3 raices son
5 =2+i2V3, T =2—-i2V3yy="T.

P2 Aplicando la misma relacién que en el P1, como los coeficientes son reales, y admite una raiz
compleja, entonces su conjugado también es raiz, luego z;z; = |2|* = 13, con esto se tiene
que 21217y = 65, es decir, 13y = 65 con lo que la tercera raiz es y=5, ademas

Z1 —|—Z_1 + 5=9
2Re(z) =4
Re(z) =2

Si z; = a-+iby es de moédulo 4, como a = 2 quiere decir que va? + b% = /13, con lo que
b?> = 9 y obtenemos las dos soluciones restantes b; = 3 y by = —3, finalmente las 3 raices son
21=2+13, 71 =2—13yy=5.

P3 Lo primero es obtener las raices de q(z) = 2 + x + 1, mediante la férmula cuadratica

27

o 71+\/127477_1_’_\/§i767
?+r+1=0 b _1_\3@»_ 31 \2/31-_ —2mi
= Ty =3 g =6

[\

Con esto se tiene entonces que | es +e3 +

—_

271 —27 2 —27
:q<eT>:q(x1)=Oy<e 3 > +e 3 +
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27

1=gq (e _?i> = ¢q(z3) = 0. Guardaremos este resultado y probaremos que z; = €3 es raiz
de p(z) = 2" + 1+ (z + 1)*", en efecto

T T 2n T
D (e%) = (627> +14+ (627 + 1)
2(3k+1 ,
_ (e%> ( )+ 14 (e% §1)2EkED
2(3k+1
omi\ 2(3k£1) -1 V3 ( )
:(m) +14+ | =+ X2
2 2
2(3k+1
ori \ 2(3k£1) 1 V3 ( )
= (e 3 > + 14+ =4+ —
2 2
o \ 2(3k£1) N 2(3k£1)
- (e ()
omi\ BkE2 i\ 6kE2
= (eT> +1+ (e?>
27mi 6k 27 +2 T 6k T +2
= () (F) e (eF) (F)

Si analizamos por casos (positivo y negativo) se tiene que
47w 2mi 2mi 2 2mi
- Caso +: (eT> + 1+ (eT) = <eT> + 1+ (eT) = C]($1) = 0.
—4mi —27i —27i 2 —2mi
-Caso—:(eT)+1+<es):(es) +1+<es>:q(x2):(),

Probamos entonces que x; es raiz de p(z), pero ademds, xo es conjugado de x; y los coefi-
cientes son reales lo que implica que xo también es raiz de p(z). Por propiedad si p(z) tiene
raices x; y oo entonces el producto de de la raices (z — x1)(z — ) divide a p(x) (recordar
que p(x) se puede descomponer en productos de raices, luego es factible simplificar por ellas),
pero justamente ¢(z) = (x — x1)(x — ), con lo que se concluye que ¢(z) divide a p(x).

P4 Como p(z) tiene n raices distintas en C vamos a llamar xq, x9, ..., 7y, las raices reales de p(z),
por lo cual existen n — k raices complejas. Debido al enunciado, si z € C es raiz entonces su
conjugado también lo es, entonces llamaremos z1, 23, ...., 21, 21, 22, -..., 2; las raices complejas,

con | = 25%. Finalmente como p(z) es ménico es posible reeescribirlo de la siguiente manera.

p(@) = (z —21)...(x —ap)(z — 21) (2 = Z) (¢ — 22)(z — Z)-...(z — 2) (x — )
=x—x).(z—ap)(c—2nn—Z+2Z7)(c—2—Z+22)....(r—2—Z+27)
= (z —21)...(x — 21)(z — 2Re(21) + |21]*) (x — 2Re(22) + |2]?)....(x — 2Re(z) + |2]?)
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Con esto p(x) tiene solamente coeficientes reales, con lo que se concluye que ag, ay, ..., a1 €
R.

P5 (a) Usando el teorema de la divisién y del resto, existe un polinomio ¢(z) en Rz] tal que
el polinomio se puede escribir como p(z) = q(z)(2? — b?) + cx con gr(cx) < gr(z* —b?),
luego p(b) = q(b)(b* — b?) +cb = cby p(—b) = q(b)((—b)? — b*) — cb = —cb.

(b) Por el teorema de la divisién, existe un polinomio s(z) en R[z] tal que p(z) = s(z)(2? —
v?)(z — a) + r(z) con gr(r(z)) < gr((z* — v?)(z — a)), es decir, gr(r(z)) < 3, lo que es
lo mismo que gr(r(z)) < 2.

(c) Sabemos que p(z) = q(z)(z* — b*) + cx y que p(z) = s(z)(z* — b*)(z — a) + r(z) ,
igualando ambas expresiones tenemos que

s(z)(2® = b*)(z —a) +r(z) = q(z)(2* — b*) +cx
r(z) = q(z)(2® — b*) — s(x)(2® — b*) (v — a) + cx
r(z) = (¢® = b)[g(x) — s(x)(x — a)] + cx

Pero como gr(r(z)) < 2, entonces necesariamente [q(z) — s(z)(x — a)] es un polinomio
constante, de no ser asi, [¢(z) — s(x)(z — a)] serfa de la foma a;x + ... que al multiplicarse
con (z? — b?) entregarfa un polinomio de grado mayor o igual que 3, lo que contradice
que gr(r(z)) < 2, luego como es ménico, entonces solamente quedan 2 casos posibles:
[q(x) —s(z)(x —a)] =10 [qg(x) — s(z)(x —a)] = 0, en el primer caso r(x) = z*> —b? + cx
y en el segundo caso r(z) = x, necesariamente con ¢ = 1 en este ultimo caso porque
r(z) es ménico. Cualquiera de los 2 resultados es correcto.

P6 Con la informacién que se nos entrega y usando el teorema de la division, entonces existen
polinomios @ y S en K[z] tales que F' = (G-H)Q+ Ry R = SG+ R con gr(R) < gr(G-H) y
gr(R') < gr(G), reemplazando R se tiene entonces que F = (G- H)Q+SG+ R’ , reordenando
se tiene que F' = G(HQ + S) + R, con lo que el resto de dividir F' por G es R, ademés
efectivamente cumple que es resto ya que gr(R') < gr(G) .

P7 Notemos que como los coeficientes son reales y ademas ¢ es raiz, entonces —¢ también es raiz.
Por el teorema de la divisién, existe un polinomio ¢(z) en R[x] tal que p(x) = (x—1)g(x)+r(x)
con gr(r(z)) < gr((x — 1)), esto significa que r(x) es un polinomio de grado menor que 1,
entonces solamente puede ser un polinomio de grado 0 (constante) o grado —oo (polinomio
0, que también es constante). En ambos casos r(x) = k, con k constante a determinar y como
nos dicen que 7(4) = 0 quiere decir que la constante k = 0, ya que r(1) = r(2) = r(3) =
r(4) = ... = r(x) = k, al ser constante siempre vale lo mismo, y si para r(4) = 0 entonces
para el resto de valores también, con lo que se concluye que r(z) = 0. Al decir que r(z) es 0
entonces p(z) es divisible por (z — 1), con lo que 1 es la tltima raiz que se estaba buscando.
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Con esto p(z) = (z — i)(z +4)(x — 1) e igualando con el p(z) original se tiene que

¥ +ax® +br+c= (v —i)(z +i)(x—1)
= (@ —it+i—3)(z—1)
= (2*+1)(z - 1)

P rart+brte=2—2"+2-1
Por igualdad de polinomios entonces a = —1, b=1y ¢ = —1.

P8 El teorema a demostrar es una generalizacion de que por 2 puntos pasa una unica recta o
por 3 puntos pasa una unica parabola, siendo la recta y la pardbola 2 polinomios de grados
1 y 2 respectivamente. Este teorema dice que dados n puntos en el plano, existe un tnico
polinomio de grado menor o igual a n — 1 que pasa por todos esos puntos.

(a) Razonaremos por contradiccién, supongamos que existen 2 polinomios de interpolacién
p(x) y q(z), con gr(p(x)),gr(q(x)) < n — 1, esto quiere decir que p(x;) = q(z;) = y;
V7 € {1,...,n}. Se define el polinomio h(x) = p(z) — ¢q(x), con gr(h(z)) < n — 1 pero
h(zj) = p(x;) —q(zj) = y; —y; = 0Vy € {1,...,n}, con lo que h(z) tiene n raices
distintas y, por lo tanto, es de grado n, lo que contradice que gr(h(z)) <n—1, la inica
opcién que queda es entonces que sea de grado —oo (polinomio 0) ya que el polinomio
0 tiene infinitas raices. Pero entonces h(x) = 0 = p(x) — q(x), con lo que p(z) = q(x),
es decir, solamente existe un polinomio de interpolacién y con esto se demuestra la
unicidad.

(b) El simbolo de 7 grande indica una productoria, que es andlogo a una sumatoria, sélo
- . 5
que en vez de sumar, multiplica. A modo de ejemplo [[,_;k=1-2-3-4-5 = 5! =120.
Analizemos ahora [;(x)

_ HZ=1(k¢j)(f’5 — )
HZ:l(k;éj)(xj — )

() € K]

1.) El numerador multiplica n — 1 términos, ya que se salta el asociado con j (k # j),
con lo que el grado de [;(x) es n — 1, el denominador posee coeficientes y también
(k # j) para evitar divisién por 0. Los x1, z3...x, son la coleccién de puntos del
enunciado, entonces son valores fijos. Calculamos ahora [;(x,)

Sij=r
HZ:l(k;é ) (zj — o)
Li(z,) = 1i(x;) = =5 J —1
] T i (@5 — )
Sigj#r
l](l',,-) o Hk—l(lﬁé‘])( k) _ (xr xl)(xr iL'Q) (:L'T :CT) (‘rr xn> _ O

- HZ:I(k;éj) (xj — xx) HZ:1(k¢j)(-73j — Tk)
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1, 7=r

0, j#r

2.) Por la parte 1. se tiene que el grado de p(x) es menor o igual a n — 1 ya que
corresponde a una sumatoria de polinomios del tipo [;(x) cuyo grado sabemos que
es n—1 y los y; son valores numéricos fijos, que no aumentan el grado del polinomio.
Ahora falta ver que p(x,,) = ym Ym € {1,...,n}, en efecto, sea m € {1,...,n} se
tiene que

Con esto se concluye que l;(z,) = 0;, = {

P(Tm) = Z Yili(zm)

=yl (zm) + yolo(zm) + ysls(zm) + oo + Ymlm (Tm) + oo + Ynln(zm)
= Y101m + Y202m + Y303m + -+ + YmOmm + - + YnOnm

=y 04+y2-04+ys- 0+ ... Yy -1+ ... 4y, -0
=04+04+0+...+ym+...+0

= U

Con lo que se concluye que p(x) = 2?21 y;jl;(x) es el polinomio de interpolacién
para la familia de puntos en el plano ({z;}7_;, {y;}7;).

P9 Antes que todo, es importante notar que .J; es un conjunto de polinomios reales cuyo grado
es menor o igual que 2, no pueden ser constantes y no tienen coeficiente libre de z, es decir,
son de la forma p(z) = a;x + apx? con ay,ay € R,a; # 0, al tomar dos polinomios de Jy lo
que hace A es componer ambos polinomios, pero como debe cumplir la l.c.i, entonces trunca
todo grado mayor que 2, a modo de ejemplo si tomamos p(z) = 3z + 222 y q(x) = z + 522,
se tiene que p(x) A q(z) = p(q(x)) = 3(x + 52?) + 2(x + 52*)? = 3z + 172% + 202 + 502*
pero obedeciendo la l.c.i, entonces queda finalmente p(x) A ¢(z) = 3z + 1722

(a) Demostraremos que (Jo, ) es grupo no abeliano, es decir, que es asociativo, posee
neutro e inverso, pero no es conmutativo.

- Asociatividad: Sean p(z),q(z),r(x) € J5 , siendo p(z) = a1 + asz?, q(x) = azr +
a,z? y r(z) = asx + agx? con ay, as, as, ay, as, a6 € R, ay,as, as # 0

(p(x) A q(x)) Ar(z) = (a1(agx + a4x2) + as(asz + a4x2)2) Ar(x)
= (ayazz + (a1a4 + aga3)z®) A r(z)
= ayas(asz + agr?®) + (ayas + aza3)(asz + agr?)?

2 2 2\ 2
= a1a3a5% + (a1a3a6 + aja4az + a2a3a5)x
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Por otro lado

p(x) A (q(z) Ar(w)) = p(x) A (as(asz + agr”) + as(asz + agz’)’)
= p(x) A (azasz + (asag + asa?)z?)
ar(azasz + (azag + asa2)z®) + az(azasr + (azas + agaz)r?)?

2 2 2V\,.2
= ajazasx + (a1a3a6 + a1a4a; + asa3az)x

- Neutro: Tomando el polinomio ¢(z) = z, claramente q(z) € J, ademds se tiene que
p(z) A q(x) = q(x) A p(x) = p(e(x)) = q(p(x)) = p(x) se concluye que el neutro en
J es el polinomio ¢(z) = z.

- Tnverso: Sea p(r) = a1 + asx?® € Jy,a; # 0 el inverso serd el polinomio ¢(z) =

2
L — 2% en efecto
al a3

p(x) Ag(z) = a

Z agQl as
=a | —— —3 5 \truncando grado mayor que 2
a a3 a?
asr?  agr?
=T -5+ —3
ay ai

Por otro lado se tiene que

amx + axx?®  ag(ayr + azw?)?
q(x) A p(x) = - 3
 wr axx?  ay(alz? + 2a,a02° + a3z?t)
B aq ai{’

2 2.2
a1x + a9x a9ai;T
= S ——— \truncando grado mayor que 2

a a3
asx?  agx?
= 1‘ + J—
451 ai
=2z

Se concluye que, dado el polinomio p(z) = a;x+asz? € Jo,a; # 0, el inverso serd el

2
: : _ oz ax
polinomio ¢(z) = i

para llegar a determinarlo lo que se hizo fue tomar un

q(z) arbitrario, vale decir q(x) = azz + ayz* y componerlo con p(z), de esta manera

Sebastian Espinosa Trujillo 65 Consultas: seba-spio@hotmail.com



o=

>}

>
=
Y éﬂ,ﬁf

&

UNIVERSIDAD DE CHILE
FacurLtAD DE CIENCIAS FiSICAS Y MATEMATICAS
c UNIDAD DE CALIDAD DE VIDA ESTUDIANTIL 16 SEMANA 15

MA1101 INTRODUCCION AL ALGEBRA

se obtenian condiciones para ag y ay

p() A q(7) = ai(azz + asx?) + az(azz + agr?)?

2 2.2 3 2.4

= ay(asx + agx®) + az(azx® + 2aza42° + ajz”)

_ 2 2.2

= a1a3% + a1a42° + a2a5% \truncando grado mayor que 2
2,2

= ajazx + (ajaq + agaj)x

Queremos llegar al polinomio neutro z, entonces solamente queda que ajaz = 1, es
decir, az = % y que ajay + azai = 0, lo que es igual a a4 = —%.
1
- No abeliano: Basta tomar un contraejemplo p(z) = z+ 2% y q(z) = 3z, se tiene que
p(z) A g(x) =3z + (32) = 3z + 922
q(z) A p(z) = 3(x + 2?) = 3z + 32?2
Se concluye que (J3, A) es un grupo no abeliano.
(b) Sean p(z) = @z + axa?,q(x) = azr + az® € Jo,ar,a3 # 0, con f(p(x)) = a1 y
f(q(x)) = as, se tiene que
fp(x) A q(z)) = flar(asz + aga®) + ax(asz + aga®)?)
= f(a(asx + as2®) + ag(aiz® + 2azasx® + atzt))
= flajasx + ajasx® + a2a§x2)
= f(ayazz + (ayaq + aza3)z?)

= aas

= [(p(x))f(q(x))

Falta demostrar que sea sobreyectivo, es decir, (Vy € R\{0})(Ip(z) € J2)(f(p(x)) = y),
en efecto, basta tomar el polinomio p(z) = yx, con esto se tiene que f(p(x)) = f(yz) =
con lo que se concluye que es un morfismo sobreyectivo.

\truncando grado mayor que 2

(c) Nota: Hay un error de tipeo, en vez de ay debe decir que a; = 1

Los polinomios en H son de la forma p(z) = x + asx?. Sean p(r) = x + asx?, q(r) = v +

asz® € H, calculemos p(z) Aq(x)™!, recordar que el inverso de ¢(z) es q(x) ™' = z—ayz?

p(x) A qlx) ™ = ( — ag2?) + az(z — agr?)?
= (z — ag2?) + az(2® — 2a42° + a22?)
= 2 — ayx® + apa? \truncando grado mayor que 2
=z + (ag — a4)z?

El cual pertenece a H. Para ver que es abeliano, tomamos dos polinomios arbitrarios
en H. sean p(x) = x + ax2?, q(x) = x + asa®

p(z) A q(z) = (z + agz?) + az(z + ag2?)?
= (2 + ag2?) + ax(2® + 2a47° + a3x?)
= 2 + a2’ + axz? \truncando grado mayor que 2
= 2+ (ag + a4)2”
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q(z) A p(z) = (v + ag?) + ay(w + apz®)?
= (7 + ao2?) + ay(2® + 2a02° + a3x*)
= 2 + axx? + auz? \truncando grado mayor que 2
=2+ (ag + a4)2”

Con lo que se concluye que (H, A) es subgrupo abeliano de (Jy, A).
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Capitulo 8

Polinomios

8.1. Problemas resueltos.

P1) Dado un polinomio p(z) = >, _, axz”, se define

L(p(x)) =Y kayz*~"  (E)
k=1

1. Si p(z) = (x — ¢)" demuestre que L(p(z)) = n(x — )"~ *

2. Demostrar que si p(z), ¢(x) € P,(R), entonces
L(p-q(z)) = L(p(x))q(z) + L(q(z))p(x)
Solucién:

1. Desarrollemos p(x)

Por lo tanto

89
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=0
_ n—1 ) n! —c (”*U*ixz
= ZZO(Z+1)(n_(Z+1))'(Z+1)‘( )

n—1

=0
= n(x _ C)n—l
n n
2. Sean p(z) = Zakxk y q(z) = Zbkxk
k=0 =0

Anilogamente

S (0 ey e

i=k—1)
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P2)

Por lo tanto

L(p(x))a(@) + Lig(@)p(e) = 3 3 iaibya =1+ 373 jasbjat+i~!

=0 j=0 i=0 j=0
n n
3" et
i=0 j=0
Veamos ahora como es L(p - ¢(z))
n n ) ) n n
pra@) =Y aiba = Lip-q(x) = (i + )asbja™™ ™1 (%)
i=0 j7=0 i=0 7=0

L(p - q(v)) = L(p(x))q(x) + L(gq(z))p(z)

(*)Notar que aqui se usé que L(pi(x)) + p2(x)) = L(p1(x) + L(pa(x)) (ejerciciol!), pues-
to que la suma Y77 370 (i + j)abjz"t " no tiene la forma del enunciado (E), hay

potencias de x repetidas en distintos sumandos.

. Divida el polinomio p(x) = 2° + 323 — 522 + 32 + 2 por ¢(v) = 2% + 22 + 1.
. Sea p(x) un polinomio con coeficientes reales distinto del polinomio nulo. Se sabe que
1,1,2,3 son raices de p(x).
a) Diga el grado minimo de dicho polinomio.
b) Dé un polinomio moénico a coeficientes reales de dicho grado que tenga a i, 1, 2, 3 como
raices.

Solucion:

(2% =323 =522 + 32 +2)+ (23 + 22+ 1) =22 -z +4
. S
—xt + 323 — 622 + 3z + 2

— —zt—2d—x

473 — 622 + 4z + 2

— 4z 4422+ 4
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—1022 + 4z — 2

Como gr(—1022 + 4x — 2) = 2 < gr(z + 2% + 1) = 3 ya no podemos seguir dividiendo,
luego

25 =323 522 + 324+ 2= (2® + 2 + 1)(2* — 2 +4) — 102% + 42 — 2

2. a) Como p(z) € R[x], si i es raiz entonces —i también lo es. Asi, tenemos que 4, —i,1,2,3
son raices del polinomio p(z), por lo tanto

(z =z =2)(z = 3)(z —i)(x +i)|p(z)

Como gr((z — 1)(z — 2)(z — 3)(x — i)(z + i)) = 5, para que lo anterior sea posible,
debemos tener que gr(p(z)) > 5.

b) Un polinomio moénico es aquel en el cual el coeficiente que acompana a la mayor
potencia es 1, entonces para encontrar un polinomio moénico a coeficientes reales que
tenga como raices a i,1,2,3 (y por lo tanto a —i también) basta multiplicar los
polinomios de la forma (x — k) con k =i, —i,1,2,3 ya que la mayor potencia se va a
producir cuando multipliquemos las x de cada polinomio. Luego, un polinomio que
satisface con lo pedido es

h(z) = (z —1)(z —2)(z — 3)(z —i)(z +14) = (x — 1)(z — 2)(z — 3)(z* + 1)

5

P3) Dado el polinomio p(x) = az® — 23 — ax? + 1 con p(z) € R[z], se pide

1. Determinar el valor de a sabiendo que 1 es raiz doble de p(z).

2. Determinar todas las raices de p(z) para el valor de a encontrado en (a).
Solucion:

1. Que 1 sea raiz doble implica que (z —1)(z — 1)|p(z), por lo tanto (z — 1)?|p(z). Hagamos
esta ultima division.
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(ax® — 2% —ax? +1) + (22 = 22 + 1) = az® + 2a2® + 2(3a — 1) + (3a — 2)

— az® — 2az* + aax?

20zt — 23 (a+1) —ax® + 1

— 2az* — dax® + 2aa?

(3a — 1)z3 — 3az? + 1

— (Ba—1)2®+22%3a— 1) — 2(3a — 1)

(B3a—2)z? +2(3a—1)+1

— (Ba—2)2% —22(3a — 2) — (3a — 2)

(3a —3)x —3a+3

Como (x — 1)?|p(z) deberiamos tener que el resto es cero, es decir

3a—3=0 AN -3a+3=0 < a=1

2. Demostramos en la parte anterior que ¢ = 1 y que (reemplazando a = 1 en la division
que hicimos):

(2% —2® =2+ 1)+ (2 =22+ 1) =2 +22% + 22+ 1
Luego para encontrar las otras raices de 2 — 23 — 22 + 1 hay que buscar las raices de
23 4 222 4 22 + 1. Normalmente dividiriamos este tltimo polinomio por (z —7) en busca
de la raiz r, pero por simple inspeccién notamos que —1 es una raiz. Hagamos la divisién
para seguir buscando las otras raices:

(@ +222 422 +1)+(x+1) =24z +1
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Por tltimo, debemos encontrar las raices de 22 + 2 + 1. Pero para este tipo de polinomios
(segundo grado) tenemos una formula para encontrar sus raices, las que son

—1+vV1I—4 —1+iV3 . “1-V1-4 —-1-iV/3
= = 2: =
2 2 2 2

T

Resumiendo, las raices de p(z) = 2® — 2% — 2% + 1 son {1, -1, _1%‘/5, A_T“/g}

P4) Sea p(x) un polinomio con coeficientes reales tal que para ciertos a,b € R el resto de la division
entre p(z) y (r —a) es igual a A € Ry el resto de la division entre p(z) y (r — b) es igual a
B eR.
Encuentre el resto de dividir p(z) por (z — a)(x — b).

Solucion:

Sea r(z) el resto de dividir p(z) por (x — a)(x — b). Por el Teorema de la Division,
p(x) = q(z)(x — a)(z = b) +r(z) con gr(r(z)) < gr((z—a)(z —b)) =2

Por otra parte, notemos que A es también el resto de dividir r(z) por (z —a) y B, el de dividir
r(z) por (z —b). En efecto, por el Teorema de la Division:

r(r) =q - (r—a)+a (x) cona=r(a)=cte.
Introduciendo esto en la division de p(x) por r(z)

p(z) = q(@)(x —a)(z =)+ q- (- a) + a=[g@)(z —b) + q](r —a) + o

Como « es de grado < 0 < gr(z — a), por la unicidad el Teorema de la Division, « es el resto
de dividir p(z) por (z — a), es decir, @« = A, luego A resulta ser el resto de dividir r(z) por
(z — a). Anélogamente para B.

Notar que por (*), que ahora es r(z) = ¢; - (x — a) + A, solo nos falta conocer ¢, que, dado
que el grado de r(z) es < 1, debera ser de grado < 0, es decir, una constante.
Pero el resto de dividir 7(z) por (z — b) es r(b) (por lo tanto B = r(b)), luego evaluando (¥*)

en b B_a
B=r()=q (b-a)t4 = ="
Asi,
r(x):B;:::l(x—a)—i—A
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P5) En este problema demostraremos el llamado Teorema de Interpolacion.

Sea K cuerpo (R o C), n € N\ {0}, z1, ..., Tn, Y1, ... Yn € K, con x; # xy, si j # k. Entonces

existe un unico polinomio de grado menor oigualan—1en K[z]tq (Vj=1,...,n) p(z;) =
Yj-
Llamemos a este polinomio, polinomio de interpolacion de la familia ({z;}7—, , {y;}7-,)

1. Suponiendo la existencia de p(x), demuestre la unicidad.

2. Para cada j =1, ...,n definimos:

_ R (k;ﬁj)(l’ — Tk)
T (k;éj)(zj — )

li(z)

€ Klx]

a) Determine el grado de j(x) y pruebe que :

1 j=r )
l](xr):(sj’!:{ 0 z#r VJ,T::L...,TL

b) Demuestre que p(z) = > 7_, y;l;(z) € K[z] es polinomio de interpolacion para la
familia ({;}7—; , {yi}j=1)-
Solucién:
1. Sipi(x) y pa(x) son polinomios de interpolacion, luego
Vi=1,...n, pi(z;)=y; N Vi=1,..,n, pa(x;) =y;

Entonces
Vi = 17 ey T pl(x’i) = pQ(xZ)

Es decir, tenemos dos polinomios de grado < n — 1 < n que coninciden en los n puntos
distintos 1, ..., Z,, por lo tanto p1(z) = pa2(z).

2. a) El denominador de /;(z) es una constante, asi que para ver el grado de [;(z) hay que
analizar el numerador, que es

Vemos que el numerador es la multiplicacién (n — 1) veces de polinomios de la forma
(x — a) cuyo grado es 1, por lo tanto el grado de [;(z) es (n —1) -1 = (n —1).

Sea i € {1,...,n}, evaluemos [;(z) en x;

_ - (k;éj)(xi — k)
[T (k;éj)(xj — k)

Li(@:)

e i #* j: como k va a tomar el valor 7, el numerador va a contener el factor
(x; — x;) = 0, por lo que [;(x;) sera cero.
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e | = j: vemos directamente al evaluar que lj(x;) = 1 (numerador=denominador).

Por lo tanto
1 j=1 ..
l](xl):(sjl:{ 0 ‘?7&2 V]7Z:17“'7n

b) Para ver que p(x) es un polinomio de interpolacion hay que verificar que:
1) grip(z))<n-—1:

gr(p(a)) = gr(>_yli(@) < Mazjeqr, mp{gr(l(@))}
j=1
Pero vimos que
gr(lj(x))=n—-1(je{l,..,n}) = gr(p(xz)) <n-1

2) Vie{l,..,n}, p(z;) =y;:

p(xi) =Y yils(as)
j=1

Pero
1 =1 .
lj(zi)éji{ 0 j#i Vii=1.,n
Luego, el tnico término que sobrevive de la sumatoria es y;l;(x;) = y;. Asi,

Vie {13 "'an}a p(xl) =Yi-
Como p(x) verifica A y B, es un polinomio de interpolacién.

8.2. Problemas propuestos.

P1) Sean p(z) € Clz], gr(p(z)) >4, a,b,c € R, con b # 0. Se sabe que :

e El resto de dividir p(z) por (22 — b?) es cx.

e El resto 7(x), de dividir p(x) por (2% — b?)(x — a) es un polinomio “ménico”; es decir, el
coeficiente asociado a z", donde n = gr(r(zx)), es igual a 1.

1. Determine los valores p(b) y p(—=b).

2. Justifique que gr(r(z)) < 2.

3. Determine r(x)
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P2) 1.
2
P3) 1.
2
3

Sea p € K|[z] un polinomio de grado 2 6 3. Demuestre que p es irreducible en K[z]si y
s6lo si p no tiene raices en K.

n

. Sea p(z) € Clz] y a € C una raiz de p(z). Si p(z) = >;_,a;z", se define el polinomio

D(p) tal que D(p)(z) = >_i_, ia;z"~!. Se sabe que si p,q € C[z] entonces D(p - q)(z) =
D(p)(x)q(z) + p(x)D(q)(x). Probar que D(p)(a) =0 si y solo si (z — a)? divide a p(z).

Se sabe que 1+ es una raiz de p(z) = 2% + 2% + 22 — 42 + 10. Determine las otras raices
de p(x).

. Sea p(x) = apz™ + a1z '+ ... 4 an_1T + a,. Sean z; con i = 1,2, ....n las raices del

polinomio p(x). Determine las raices del polinomio g(z) = agu"z™ + ajp™ ta" 1 4 ... +
Ap—11% + a, con p € R\{0}.

. Determine las raices del polinomio :

162* 4+ 822 + 422 — 8z + 10

P4) Realice las siguientes divisiones :

o (2" —a")+ (z —a).
o (z"+a") + (x —a).

o [i- 23+ (3+84) 224+ (—-1+19-i)-2+3-2-i—40] = (i-2+4+5-1).

2

P5) Sea p(z) un polinomio con coeficientes reales. Se sabe que al dividir p(x) por z(z* —9) el resto
es (222 — 3). Calcular el resto de dividir p(x) por (2 — 9).
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