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P2 (a) Si (A4,o0) es grupo debemos demostrar asociatividad, existencia de neutro e inverso.

- Asociatividad: Esto ya se tiene porque la composicién de funciones es asociativa.

- Neutro: Es claro que el neutro es la identidad, fijarse que F oidg = idyo F' = F,
falta ver que idg € A, es decir que sea isomorfismo, en efecto idg(x xy) =z xy =

- Inverso: Dado un F' € A es claro que el inverso es F'~! sabemos que existe porque
es una funcién biyectiva, falta ver que sea morfismo. En efecto, sea z = F(x) y
w = F(y), se tiene que F~1(2) =z y F'(w) =y, luego
Fl(z*xw)=F Y (F(z)* F(y))
= F Y (F(zxy)) \yva que F es isomorfismo
= F ' (2)« FY(w)
Se concluye que, dado un F', el inverso es F'~! (la inversa de la funcién).
Con esto se tiene que (A, o) es grupo.
(b) b.1 Demostraremos que F, es homomorfismo de (G, *) en (G, *), en efecto, sean =, y, g €
G
Fy(zxy) = g*(vxy)*g™"
=gx*x(zxexy)xg
=g (wx (g7 *xg)xy)*g~
= (g*xx*xg ) x(gxyxg ") \por asociatividad
= Fy(x) * Fy(y)
Se concluye que F, es homomorfismo de (G, ) en (G, *).
b.2 Sean z,g9,h € G

! \operar con el neutro que no altera la ecuacién

1

Fon(x) = (g% h) xx % (g* h)~!

=(g*xh)*x*(h'*xg ')  \propiedad de los inversos

-1 \por asociatividad

=gx(hxxzxh ') xg
=g * Fy(z) % g™
= Fy(Fi(2))

= Fg o Fh(l‘)

Se concluye que Fyy, = F, o Fj.

b.3 Recordemos que el inverso de e es él mismo, luego se tiene que F,(z) = exz*xe ! =

11*671227*6:27.

Para concluir que Fj es isomorfismo, falta ver que sea biyectiva.
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- Inyectiva: (Va1, 20 € G)(Fy(x1) = Fy(z2) = 1 = x3), en efecto
Fy(z1) = Fy(x2)
GHT1 kg =gy g_l\operando con inversa de ¢ por la izquierda ¢!«
(gl g)xmixg = (g xg)*aa*xg " \por asociatividad
idg*x1%x g =idg*xTox g !
Ty % gt =aoxg ! \operando con g por la derecha gx
1% (g % g) =x0% (g7 xg)  \por asociatividad
r1 xidg = o x 1dg
T = X2
- Epiyectiva: (Vy € G)(3z € G)(Fy(z) = y), en efecto, basta tomar z = g~ x y * g,
con esto se tiene que
Fy(x) = g*x*g_l
=gx (g7 xyxg)xg™
=(g*xg ) xy*(gxg" \por asociatividad
= idg * y * idg
=Y
Se concluye que F, es un isomorfismo, ademds usando las propiedad (b.2) y (b.3) se
tiene que Fyo Fy1 = FynoFy = F 1 = Fy,,= F, = idg, con esto se concluye que
el inverso de F, llamado (F,)~' es F-1.

(c) Basta ocupar la propiedad compacta, es decir demostrar que (VF,, Fj, € B) Fyo(F,)™! €
B, en efecto, sean F,, F, € B, utilizando la parte (b) se tiene que F, o (F},)"! =
F,oF,-1 = Fy-1, claramente gxh~! € G por ser grupo y obedecer la ley de composicién
interna, luego F,.,-1 € B, se concluye que (B, o) es subgrupo de (A4, o).

P1 (a)
Gla|b|c|d ©lalb|c|d
alalb|cl|d alalalala
b|lbla|d|c bla|alala
clcl|d|al|b cla|b|c|d
dld|c|bla dla|blc|d

1.1) Recordemos que (A, @) es grupo abeliano, con esto tenemos a &b = b@ a = b
va®d=d®da = d, tenemos que a es neutro, ya que ni b ni d pueden serlo
(a®b#ayadd+# a), ctampoco puede serlo ya que ¢ @ ¢ # ¢, por lo tanto,
a®c=cda= c, notemos que los inversos de b y ¢ son ellos mismos, ahora veamos
quechb=bbdc=d,bdbd=ddb=cyddc=cPHd=0D.

Supongamos que ¢ ® b =b @ ¢ # d, esto entonces nos lleva a tres casos posibles:
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-c®b=0b®c=a= elinverso de c es b, lo cual es una contradiccién porque el
inverso es unico.

-cOdb=>b®c=c= b es elemento neutro, lo cual es imposible porque el neutro
es unico.

- chdb=0>b®c= b= ceselemento neutro, lo cual es imposible porque el neutro
es unico.

Se concluye que cdb=b@d c = d.

Supongamos que b & d = d ® b # ¢, esto entonces nos lleva a tres casos posibles:

-b®d=ddb=a= el inverso de b es d, lo cual es una contradiccién porque el
inverso es 1nico.

-bdd=ddb=d= bes elemento neutro, lo cual es imposible porque el neutro
es unico.

-b®dd=d®b= b= des elemento neutro, lo cual es imposible porque el neutro
es Unico.

Se concluye que bbd=dd b= c.

Supongamos que d @ ¢ = ¢ ® d # b, esto entonces nos lleva a tres casos posibles:

-d®c=cdd=a= elinverso de c es d, lo cual es una contradicciéon porque el
inverso es unico.

- d®c=cdd=d= ceselemento neutro, lo cual es imposible porque el neutro
es unico.

- d®c=cdd=c= des elemento neutro, lo cual es imposible porque el neutro
es unico.

Se concluye que dc=cdd=">.

Finalmente como d tiene que poseer inverso y no pueden ser ni a, b o ¢ ya que
el inverso es tnico, solamente queda que d sea inverso de si mismo, es decir d®d = a.

Para la otra tabla usaremos la propiedad distributiva es asi como tenemos lo si-
guiente:

-bOe=(cdd)Oc=(cOc)@®(dGc)=chdc=a
-bOb=b0ddc)=0bOd)@(bOc)=ada=a
-cOb=0ad)0b=(0b0bd(dOb) =adb=>
-cEd=coObdc)=(cOb)@(cOc)=bdc=d

dOod=dob®dc)=(dob)®d(doc)=bdc=d

1.2) No es conmutativo, basta ver que b ® ¢ # ¢ ® b, tampoco tiene neutro, ya que de
existir deberia cumplir que x ©® e = = Vz € {a,b,c,d}, ilustrativamente deberia
haber una tabla del estilo
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es decir que se repitan los elementos en la fila y columna i-ésima, siendo el elemento
i-ésimo el elemento neutro (en el ejemplo es ¢), como esto no ocurre, el anillo no
posee neutro para ®. Finalmente si posee divisores de cero ya que el neutro para
GesaybOec=boOb=bod=a, conb,c,d+#a.

(b)c.l) Seax e A

r=1x-x \hipdtesis
(—x) - (—x) \propiedad de los anillos
(—=2) - [(=2) - (=2x)]  \hipdtesis
=(—x) (x-x) \propiedad de los anillos
(—x)-x \hipétesis
= —(z-2) \propiedad de los anillos
= —(x) \hipdtesis

c.2) Sean x,y € A

(z+y)=(z+y) (z+y) \hipdtesis

(z4+y)=(x+y)-z+ (@ +y)-y \distributividad

(r+y)=z-x+ty-r+z-y+y-y

(x4y)=a+y-v+z-y+y \hipétesis

(z+y)=(@+y)+y z+a-y \sumando con — (z + y)
—(e+y) =@ty —(@+y) +y - c+z-y

O=y-o+x-y \sumando con — (z - y)

O—(z-y=y-r+a-y—(v-y)

—(z-y)=y-a

Toy=19y-x \propiedad c.1

(z+y)

c.3) Sean z,y € A

(x-y) - (z+y)=(z-y) x4+ (v -y) vy \distributividad
(x-2)-y+z-(y-y) \conmutatividad y asociatividad de -

=z-y+x-y \hipétesis
=x-y—(z-y) \propiedad c.1
=0
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