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P1 Solamente basta demostrar que es conmutativo, utilizando la indicacién tenemos que
(axb)*(bxa)=ax(bxb)xa \por asociatividad

a*xexa

= a*xa

= e

Por otra parte
(bxa)x(axb)=0bx(axa)xb \por asociatividad
=bxexb
=bxb
=e
Se puede concluir entonces que (a*b)~! = b*a, sin embargo, por la propiedad del enunciado,

el inverso de cada elemento del grupo es el mismo elemento, es decir (a*b)~! = a*b, juntando
ambas igualdades se tiene que a * b = b * a, se concluye que (G, x) es grupo abeliano.

P2 Como es grupo todo elemento posee inverso, supongamos que el inverso de a no es b, esto
quiere decir que a * b # e, lo que significa que a *b=a o a*x b = b, pero

axb=a \operando con el inverso de a por la izquierda a ™'
(a'xa)xb=a'%a \por asociatividad

exb=ce

b=e
De manera analoga
axb=1"5 \operando con el inverso de b por la derecha b 'x
x(bxb D =ax(bxb1) \por asociatividad

axe=e

a=e

En ambos casos nos lleva a una contradiccién, se concluye que a~! = b.

P3 (a) Si(GxH,A) es grupo debemos demostrar asociatividad, existencia de neutro e inverso.
- Asociatividad: Sean (a,b), (¢,d), (e, f) € G x H
(a,0) A(e,d) & (e, )] = (a;b) A (e xe,do f)
= (ax(cxe),bo(do f))
((axc)*xe,(bod)o f) \por asociatividad de G y H
= (
[

axc,bod) A (e, f)
(a,b) & (e, d)] A (e, f)
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- Neutro: El neutro es el par ordenado que contiene los neutros respectivos de cada
grupo, en efecto, sean (a,b), (eq,eny) € G X H, se tiene que

(a,b) A (eg,en) = (axeg,boey)
- (a’b)

Por otro lado

(eq,en) A (a,b) = (eg * a,em ob)
= (a7b)

Se concluye que el neutro es (eg, ex).

- Inverso: Sea (a,b) € G x H y sean a~* y b~! los inversos de a y b en Gy H
respectivamente (existen porque G y H son grupos), tomando el par ordenado
(a7',b71) € G x H se tiene que

(a,b) A (a0 =(axa L bob ™)
= (eGJ eH)
Por otro lado
(a0 A(a,b) = (a  xa,b7 ' ob)
- (eGa eH)
Se concluye que el inverso es (a™!,b71).
Con esto se tiene que (G x H, ) es grupo.
(b) Para ¢
- Morfismo: Sean (a,b), (¢,d) € G x H se tiene que
v((a,b) & (¢,d)) = plaxc,bod)

= axcC

= ¢(a,b) * ¢(c, d)
- Sobreyectivo: (Yy € G)(3x € G x H)(p(x) = y) En efecto, basta tomar x = (y, h),
con esto se tiene que p(x) = ¢(y, h) = y.
Para 1
- Morfismo: Sean (a,b), (¢,d) € G x H se tiene que
¥((a,b) A (¢,d)) = dlaxc,bod)
=bod
= 1(a,b) o (¢, d)
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- Sobreyectivo: (Vy € H)(3x € G x H)(¢(x) = y) En efecto, basta tomar = = (g, y),
con esto se tiene que () = ¥ (g,y) = v.

(c) = Sean (a7'e), (b7, e) € G x G con e el neutro en G, se tiene que como es morfismo
flla™ e) A (b7 e)) = fla™,e) = f(b7),¢), pero f((a™" e) A (b7 €)) = fla™" *
bliexe)=(atxblxexe) !t =(@txb ) =0BYH"1x(a!)! =bxa, por
otro lado, f(a™t,e)x f(b7'e) = (a7 *xe) tx (b7 xe) ™ = (a)Lx (071 = axb,
juntando ambas igualdades se tiene que a x b = b * a.

< Sean (a,b), (c,d) € G x G, se tiene que

f((a,b) A (c,d)) = flaxc,bxd)
= (a*xcxbxd)”"

= (a*xbxcxd)”! \por ser grupo abeliano
= (cxd) "t x(a*xb)?
= (a*xb) "t x(cxd)? \por ser grupo abeliano

- f(a7b)*f<c7d)

P4 = Tomemos h™! g7! € G, se tiene que como f es isomorfismo f(h™t* g~') = f(h™!)
flg™) = ()" tx(g71) ™! = hxg, por otro lado, por definicién de la funcién y propiedad
de inversos, f(h™txg )= (htxg )t = (g7« (h™1)"t = g * h, juntando ambas
expresiones se tiene que h * g = g * h.

< Tomemos h, g € G, luego gxh = (g7 1) 'x(h™1) ™! = (htxg™!)~! = f(h~'xg™1), por otro
lado, hxg = (b)) s (¢7) "t = f(h™1) % f(g~'), pero como es grupo abeliano se tiene
que h*g = g*h, juntando ambas expresiones se tiene que f(h™ ') f(g7!) = f(h 1xg™1),
es decir, es morfismo, falta ver que sea biyectivo.

- Inyectivo: (Vg1.90 € G)(f(91) = f(g2) = g1 = ¢2), en efecto, sean ¢y, 92 € G, se

tiene que
f(91) = f(g2)
gt=9g"! \tomando inverso (existe porque g; y g son biyectivas) ()~*
91 = 92

- Epiyectivo: (Vh € G)(3g € G)(f(g) = h), en efecto, sea h € G, basta tomar
g = h™! que sabemos que existe porque h es funcién biyectiva, con esto se tiene que

flg)=fh=Y) = (™))" =h.

Con lo que se concluye que f es isomorfismo.
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