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Auxiliar 11: Estructuras Algebraicas y Homeomorfismos

Resumen

= [Ley de composicién interna]: Dado A # 0.
Se define una l.c.i. como:
x: AxXxA —- A
(r,y) — xxy

= [Estructura algebrica]: Si * es l.c.i. en A, (4, *)
es llamado estructura algebraica. Si existe otra
l.c.i A denotaremos (A, *, A)

» [Definiciones varias]: Sea (A, *) estructura al-
gebrica:

I) * es asociativa si: .

Vr,y,z €A, (zxy)*z =1z (y*2)
1) e € A, se dira neutro para * si:
Ve € Ajexx=x*xe==x

) Si e neutro, y x € A, diremos que x tiene
inverso si existe y € A tal que:

TrkYy=y*xr=e

IV) * es conmutativa si: .

Ve,y € A,xxy=y*x
V) a € A es absorbente si:

Vre Ajxxa=a*xx=a
vI) a € A es idempotente si

axa=a

Vi) a € A es cancelable si Vy, z € A:

a*xy=a*xz=>Yy==2
yxa=z*xa=Y==2

vir) Dado (A4, *,A) diremos que A distribuye
con respecto a x si Va,y,z € A:

Ay * 2) = (xAy) x (xAz)
(y *x 2) Az = (yAx) * (zAx)

[Cancelavilidad]: Sea (4, x) e.a., se tiene que
a € A es cancelable si y solo si las funciones
I.(x) =axxzy Dy(x) = x xa para © € A son
inyectivas

[Unicidad del neutro]: Una e.a. (A, %) posee a
lo mas un neutro.

[Unicidad del inverso]: Si la e.a. (A, *) tiene
neutro e y * es asociativa, entonces los inversos
(en el caso en que existan) son unicos.

[Propiedades varias]: Si (A4, %) es e.a. asociativa
con neutro e, entonces también cumple:

1) Si 2 € A posee inverso, entonces z~! tam-
bién. Més atin (z~ 1)~ = .

1) Siz,y € A poseen inversos, entonces x * y
también y se tiene (z*xy) =y Lxaz~!

1) Six € A posee inverso, entonces x es cance-
lable.
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P1. Sea (5, %) una estructura algebraica con neutro e y * asociativa. Para a € S fijo, invertible para * y
con inverso a~! € S se define la operacién A en S como sigue:

Ve,y e S, xlAy=zxxaxy.

I Demuestre que la ley A es asociativa, tiene neutro y encuéntrelo.
IT Caracterice los elementos invertibles para A y calcule el inverso de a para A.
a) Intuicion:

b) Teoria:

¢) Matraca:

P2. a) Sea S = {a,b,c} (donde a,b y c son todos distintos) y * la ley de composicién interna dada por la
siguiente tabla,

Determine si * es asociativa en S. Identifique el elemento neutro de S, encuentre los inversos para
* y determine si son Unicos.

I Intuicion:

II Teoria:

IIT Matraca:

P3. a) Sea G =(—1,1) C R, y sea * la ley de composicién interna definida por

a+b

b= ——
@x 1+ab

Ya,b € G.

Demuestre que (G, ) Cumple asoc, existencia neutro e inverso y verifica l.c.i.

b) Se define en R la ley de composicién interna * por:

rxy = y/xd+9° Vr,y € R

Muestre que la funcién f(x) = z° es un isomorfismo de (R,#) en (R,+) y que también es un
isomorfismo de (R,-) en (R,-), donde las operaciones + y - denotan la suma y producto usuales en
R.

I Intuicion:
IT Teoria:

IIT Matraca:

P4. a) Demuestre que para cada k € Z, la funciéon f : Q — Q dada por f(q) = kg es un automorfis-
mo.(Grupo Aditivo y k # 0)

b) Demuestre que (Z,+) y (Q,+) no son isomorfos.
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Resumen

» [Homomorfismos]: Una funcién f : A — B = [Isomorfismo inverso]: Si f : A — B es un

es un morfismo entre las estructuras algebraicas
(A,%) y (B, A) si:

Va,y € A, flzxy) = f(@)Af(y)
Si f es biyectiva se dird isomorfismo.

[Props epimorfismos]: Si f : A — B epimor-
fismo entre (4, %) y (B, A), entonces se tienen las
siguientes propiedades:

1) Si (A4, ) es asociativa, entonces (B, A) tam-
bien lo es.

1) Si (A,*) es conmutativa, entonces (B, A)
tambien lo es.

1) Si e es neutro para (A4, *), entonces f(e) lo
es para (B, A).

IV) Si a tiene inverso b para (A, =), entonces
f(a) tiene inverso f(b) para (B, A).

[Props. mas generales|: Sea f un morfismo de
(A, %) a (B,A), con neutros e4 y eg:

1) Siep € f(A), entonces eg = f(ea).

1) Siepg € f(A)y a € A tiene inverso b, enton-
ces f(a) tiene inverso f(b).

[Composicién |: Si f : A — B un homeomorfis-
mo de (4, %) en (B,A)y g: B — C un homemor-
fismo de (B, A) en (C, o), entonces la composicién
de fcong, gof: A— C,esunmorfismo de (4, *)
en (C,e).

[Estructuras isomorfas]: Dos estructuras (4, )
y (B, A) son isomorfas, denotado (A, ¥) & (B, A),
si existe una funcién f: A — B isomorfismo.
Obs.: = es una relacién de equivalencia.

isomorfimos entre (4,x) y (B,A), entonces f~!:
B — A es un isomorfismo entre (B, A) y (4, *).

[Estructura de funciones]: Sea (B, *) una e.a.,
entonces (B4, ) sera una e.a., donde si f,g € B4
definimos f *g: A — B por:

(f xg)(x) = f(z) * g(x)

[Propiedades varias|:

1) Si (B,*) es asociativa, entonces (B?,x)
también.
1) Si (B,*) es conmutativa, entonces (B4, x)
también.
1) Si (B,x) tiene neutro e, entonces f €
(B4, %) dado por f(z) = e (funcién cons-
tante) es neutro de (B4, *)

[Estructura de pares ordenados|: Sean
(A1,%1) vy (A1, #1) e.a., se define la l.c.i. ® sobre
A1 X A2 por: Para (0,1,0,2), (bl,bz) € A1 X AQZ

(a1,a2) ® (b1,b2) = (a1 *1 b1, a2 *2 ba)

[Propiedades varias]:

1) Si(Ajp,*1),(As,*2) son asociativas, entonces
(A1 X As, ®) también.
1) Si(Aj,%*1),(Asg,*2) son conmutativas, enton-
ces (A1 X A2, ®) también.
1) Si (Aq,#1),(Asg, *2) poseen neutros e; y es,
entonces (A; X Ay, ®) posee neutro (eq, e2)

1v) Si  aj,as poseen inversos bj,by en
(Aq,%1),(Ag, %2), entonces (a1, as) posee in-
verso (by,bs) en (A X As, ®).

“Queda poquito para que acabe el semestre, ganitas a utds”

Pato




