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Se define en A la relacio
11 n (B | wlon Pum&lh m VeﬂG,s
N R‘U — ik = :I..) .._h;- L(l que f A ) u._ ma'm
W

a) (30 min.) Demuestre que R es relacion de equivalencia

b) Considere A 10,1}’ v f: A — A definida por f(xy,x2,x3

1) (10 min.) Pruebe que f satisface la propiedad enunciada
2) (20 min.) Determine y escriba todas las clases de equivalencia inducidas por
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le equivalencia si es refleja, simétrica y transitiva
va € A, dada la propiedad de f si se toma k = n se tiene que f(z) =

Luego la relacion es de

(b) b.1 Para n = 3 se tiene f) (2, 22, 23) = [ (29, x3,71) = f(x3, 21, 72)

= (x1, T2, 13)
b.2 [(0,0,0)]4 = {(z,v, JH{()1L/{”1}/1“1 ) = ((0.0.0)}
(L1 1)]a={(
[(1,0,0)]4 = {(
[(

1L, 1,0)] 4= {(x,1

((] 1,0),(0,0,1)}
). (1,0,1),(0,1,1)}



2. Sea E un conjunto v A # () un subconjunto fijo de E. Se define en P(E) la relacion

R por
XRY

a) (10 min.) Demuestre que R es relacion de w[lll\.\ll ncla.
b) (15 min.) Demuestre que el conjunto cuociente P(E)/R {HX
¢) (15 min.) Demuestre que para X.Y € P(A) se tiene que X #Y

P2 (a) La relacién es de equivalencia si es refleja, simétrica y transitiva
Sea X € P(F), claramente ANX =ANX & XRX.
- Simétrica: Sean X,Y € P(F), como XRY < ANX = AnY < AnY
YRX.
- Transitiva: Sean X.Y. Z € P(E), como XRY y YRZ se tiene que ANX = ANY
NX=ANZ & XRZ.
Luego la relacién es de equivalencia.
Primero demostraremos que {[X]|/X € P(A)} C P ,
P(E) y con esto {[X € P(A)] P(E para la otra inclusién tomamos
€ P(E)/R esto quiere decir que C' = [M] con M € P(E), si tomamos un conjunto
X = AN M, se puede ver que XRM, en efecto

X=ANM \intersectando con A
ANX=AnAnM
ANX=ANnM

(c) Por contrareciproca, como [X] = [Y] esto quiere decir que XRY < ANX = ANY,

pero ademas X,Y € P(A), luego X
que Y = ANY, juntando ambas ecuaciones resulta que X =Y.

AeY C A, lo que significa que X = AN Xy

Ingenieria Matematica




3. Considere el conjunto A Z x Z. Se define la relacion R en A por \
Ingenieria Matematica
8 FACULTA N
(ay,as) R 01,07) <= 1 + as 2 2k para un cierto k ‘ F 5
| S £ J LE

a) (30 min.) Pruebe que R es una relacion de equivalencia
b) (10 min.) Calcular explicitamente {(0,0)|z v [(1,0)
¢) (10 min.) Pruebe que A (0,0)| U [(1,

d) (10 min.) Pruebe que existe una biyveccion f

P3 (a) La relacién es de equivalencia si es refleja, simétrica y transitiva

A, tomando k = 0, es lo mismo que 2-0 = a; +as —a; —as &

Simétrica: Sean (ay.as), (by, by) € A, como (ay.a3)R(by, b)) < a; +as —by —by = 2k
con k € Z, reordenando la expresion: a, +as— by — by —(bi+by—a;—a

by +by —a; — as ( , llamando ¥ = —k, que claramente es entero,
tenemos que by + by — a3 — as = 2k' < (b, b2)R(ay, a

Transitiva: Sean (ay,aa), (b, ba), (e, € A como (a1, a2)R(b1, b)) & a1 + as —

by —by = 2k v (b1,02)R(e1.02) & by + by — ¢y — o = 2§ con k,j € Z Sumando

ambas {presion como resultado a) + agy — h\ — ")g + JJL + h—_’ —C — 2=
ap +ay — ¢ — (k+ 7) Hlamando m = k + j que claramente es entero porque
la suma en Z es cerrada, se tiene que a; + as — ¢; — ¢2 = 2m & (ay,a2)R(cy, e2).

Luego la relacién es de equivalencia.

[(0,0)|lr={(z,y) eZXZ | (0,00R(x,y)}={(x,y) EZXZ | z+y= -2k}

Este conjunto son los pares ordenados de niimeros tales que la suma de sus componentes
es par, esto solamente se puede dar si tenemos: (par,par) o (impar, impar), (nmimeros

de igunal paridad).
(LO)lg={(z,y) €eZxZ | (LLO)R(z.y)}={(z,y) €EZXZ | 2 +y=—-2k+1}

Este conjunto son los pares ordenados de niimeros tales que la suma de sus componentes
es impar, esto solamente se puede dar si tenemos: (par,impar) o (impar, par), (nimeros
de distinta paridad).

) Es claro que [(0,0)]% L A = Z x Z (los pares ordenados fueron sacados
de Z x Z), falta demostrar la otra inclusién: Z x Z C [(0,0)]r U [(1,0)]r En efecto,
sea (x,y) € Z x Z, dicho par ordenado puede tener algunas de estas 4 combinaciones
posibles:

(par,par), en este caso pertenece a [(0,0)]z
(impar,impar), en este caso pertenece a [(0,0)]r
(impar,par), en este caso pertenece a [(1,0)]z
(par.impar), en este caso pertenece a [(1.0)]z

Luego con esto se ha probado la inclusién que faltaba, se concluye que [(0,0)] U
[(1,0)]r = Z x Z.

(d) Lo que se pide encontrar acd es una funcion tal que lleve los niimeros (z,y) de distinta
paridad a tener la misma paridad, entendiendo esto, bastarfa una funcién f : [(1,0)]g —
[(0,0)]r tal que (z,y) = f(z,y) = (z + 1,y), por ejemplo, si tomamos el par (3,8) que
estd en [(1,0)]x, al aplicarle la funcién quedarfa (3 + 1,8) = (4, 8) que ahora pertenece
a [{U.U”R. ta funcién ) tiva., e 2 variables, pero la ]111(,’(1['11 ver como dos
funciones por separado f( 1 v fo( y esto es debido a que las componentes
de los pares ordenados son independientes entre si, claramente f, y f, son bivectivas,
luego f es biyectiva.
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a) (20 min.) Demostrar que 2, es relacion de equivalencia en

b) (10 min.) Describa por extension 1|,

P4 (a) La relacién es de equivalencia si es refleja, simétrica y transitiva
- Refleja: Sea x € ., tomando v = 0 se tiene que p*
- Simétrica: Sean x,y € Q4 como z{y & T=p"conae Z. reordenando se tiene
2 = p=, luego eligiendo —a que claramente pertenece a Z, se tiene que
=p e Y2,
- Transitiva: Sean x, 1 Q+ como zQy < ‘;‘ =p

-
* ey,
y __ ‘\‘u-

, multiplicando ambas expresiones se tiene que £ - 2 =y , eligiendo y = a+ 3

que claramente pertenece a Z porque la suma en Z es cerrada, se tiene que £ =

p’ & 0

s 2ll,2.
Luego la relacién es de equivalencia.

(b)
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2. Determine los valores de:

(a) sen (270° 4+ 2a) s1 sen(a)

Ingenieria Matematica
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(b) tan(a + 120°) si cos(a)

3. Demostrar que cos(420° + o) + cos(60 ) sen(90 ).

. En cada caso, encuentre el valor de las funciones trigonométricas de 6 si:

2 v tan(@) (d) 3 <0< Tm/2 v cse(B) \-“'Tll“'IiA

< 7wy tan(6) (e) tan(f) 3/4 y sen(d) > 0.

(e¢) sen(d) < 0y sec(f) = 6/ (f) cos(@) /3y sen(#) < 0.

5. Use identidades (y valores conocidos de fun. trigonométricas) para encontrar el valor
exacto de la expresion

(a) cos(15°) tan(

1 — tan(mw/18) tan(
(b) 2sen(w/12) cos(mw/12)

tan(73°) — tan(13°)
(e) sen(5°) cos(40°) + cos(H°) sen(40°) (e) 1 + tan(73°) tan(13°)

6. Verifique las siguientes identidades:

cos(« 1 + cos(2x)
{
sec(o sen(2r) — cos(r) 2sen(x)

A7\ o P S T TR TSR
(b) sec(ar) — cos(ar) = tan(ex) sen(a) \&) =8I \R). = co8 () sin”(x)

2sen(x)cos(x)

(¢) tan( : [ ; ‘ csc(r) cot(x)

2 Tenemos:

(a) sen (270° + 2a) =

(b) tan(a + 120°) =

(a) sen(f) = cos(f)

tan(f) = 3‘-“-1. cot(f) = -l.."ﬂ. cse(f) =

/17, tan(f) = —8/15, cot(f) = —15/8, csc(f) =

= 5/6, tan(@) = \.‘"’ﬁ‘ 11, csc(d)

10, cos(#) =

v‘fll].

, cos(d) = | 3/4, cot(f#) = —4/3, csc(#) =5/3 y / &_wj }a&
3. 3/./8

3, cot(f) =1, csc(d)

1//10, tan(d) = 3, cot(f) = 1/3, csc(h)

V3

1 + tan(73°) tan(13°) -
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