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8. Semana 7

P1 (a) La relacién es de equivalencia si es refleja, simétrica y transitiva

- Refleja: Sea x € A, dada la propiedad de f si se toma k = n se tiene que f™(z) =
r & rRx.

- Simétrica: Sean z,y € A, como xRy existe un k; tal que f*)(z) =y, luego compo-
niendo la funcion n — k veces se tiene que f" 50 (z) = 2 = fR(y) < yRw.

- Transitiva: Sean z,y, 2 € A, como xRy existe un k tal que f*(z) =y, y también
como yRz existe un ky tal que f*2)(y) = 2, si f*)(2) = y se compone ky veces se
obtiene f*1+k2)(g) = fk2)(y) = 2 & Rz existe la posibilidad que 2n > ky+ky > n

en ese caso en vez de tomar k; + ko se toma ki + ko — n, en donde claramente
ki +ky —n <nyademds fFithe)(z) = 1) o flhithe—n)(p) — flhitke—n)(g) — 2

Luego la relacién es de equivalencia.

(b) b.1 Para n = 3 se tiene f®(zy, z9, x3) = f@ (29, 23, 21) = f(23, 21, 72) = (21, 20, 3)

b.2 [(0,0,0)]a = {(z,y,2) € {0,1} x {0,1} x {0,1} | (0,0,0)R(z,y,2)} = {(0,0,0)}
[(1’171)]14 {(33 Y,z )E A ‘ (171’1) ('T Y,z )} - {<1a171)}
[(1,0,0)]a =A{(z,y.2) € A | (1,0,0)R(z,y,2)} ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
[(LL0)]a={(z,y,2) e A | (1,1,0)R(z,y,2)} = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}

P2 (a) La relacién es de equivalencia si es refleja, simétrica y transitiva

- Refleja: Sea X € P(F), claramente AN X = ANX & XRX.

- Simétrica: Sean X, Y € P(E), como XRY & ANX =ANY © AnY =AnX &
YRX.

- Transitiva: Sean X,Y,Z € P(E), como XRY y YRZ se tiene que ANX = ANY =
ANZ=ANX=ANZ < XRZ.
Luego la relacién es de equivalencia.

(b) Primero demostraremos que {[X]/X € P(A)} C P(F)/R, es claro que A C FE luego
P(A) C P(FE) y con esto {[X]/X € P(A)} C P(E)/R, para la otra inclusiéon tomamos
un C' € P(E)/R esto quiere decir que C' = [M] con M € P(FE), si tomamos un conjunto
X = AN M, se puede ver que XRM, en efecto

X=ANM \intersectando con A
ANX=ANANM
ANX=ANM

< XRM

Pero como X C A (AN M C A), quiere decir que X € P(A), ademas dado XRM
significa que C = [M] = [X] con C € {[X]/X € P(A)}.
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(c) Por contrareciproca, como [X] = [Y] esto quiere decir que XRY <& ANX = ANY,
pero ademds X,Y € P(A), luego X C AeY C A, lo que significa que X = AN Xy
que Y = ANY, juntando ambas ecuaciones resulta que X =Y.

P3 (a) La relacién es de equivalencia si es refleja, simétrica y transitiva

- Refleja: Sea (aq,as) € A, tomando k = 0, es lo mismo que 2-0 = a1 +as —a; —as <
(a1, a9)R(ay,asz).

- Simétrica: Sean (ay, as), (b1, bs) € A, como (ay, az)R(b1,b) < a1 +as—by — by = 2k
con k € Z, reordenando la expresion: a; +as —by —by = 2k & —(by +by—a; —as) =
2k < by + by — a1 — ay = 2(—k), llamando k¥ = —k, que claramente es entero,
tenemos que by + by —a; —ay = 2K < (bl, bg)R(CLl, CLQ).

- Transitiva: Sean (aq,as), (by,b2), (c1,¢c2) € A como (ay,a2)R(b1,bs) < ay + as —
by — by = 2k y (b1,b2)R(c1,¢2) < by + by —c; —ca = 25 con k,j € Z Sumando
ambas expresiones tenemos como resultado a; + as — by — by + b1 + by — 1 — o =
a; +as — ¢; — cg = 2(k + j) lamando m = k + j que claramente es entero porque
la suma en Z es cerrada, se tiene que aj + ay — ¢; — ¢3 = 2m < (ag, az)R(cy, ¢2).

Luego la relacién es de equivalencia.
(b)
[(0,0)]r ={(z,y) €ZXxZ | (0,00R(z,y)} ={(z,y) EZXZ | v +y=—2k}

Este conjunto son los pares ordenados de niimeros tales que la suma de sus componentes
es par, esto solamente se puede dar si tenemos: (par,par) o (impar, impar), (nimeros
de igual paridad).

[(LO)]r ={(z,y) € ZXxZ | (1,0)R(x,9)} ={(2,y) € ZXZ | v+y=—-2k+1}

Este conjunto son los pares ordenados de niimeros tales que la suma de sus componentes
es impar, esto solamente se puede dar si tenemos: (par,impar) o (impar, par), (nimeros
de distinta paridad).

(c) Es claro que [(0,0)]z U [(1,0)]r € A = Z x Z (los pares ordenados fueron sacados
de Z x Z), falta demostrar la otra inclusién: Z x Z C [(0,0)]z U [(1,0)]r En efecto,
sea (z,y) € Z x Z, dicho par ordenado puede tener algunas de estas 4 combinaciones
posibles:

(par,par), en este caso pertenece a [(0,0)]z

- (impar,impar), en este caso pertenece a [(0,0)]r
- (impar,par), en este caso pertenece a [(1,0)|r
- (par,impar), en este caso pertenece a [(1,0)]z

Luego con esto se ha probado la inclusién que faltaba, se concluye que [(0,0)]z U
[(1,0)]r =Z x Z.
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(d) Lo que se pide encontrar aca es una funcién tal que lleve los nimeros (z,y) de distinta
paridad a tener la misma paridad, entendiendo esto, bastaria una funcién f : [(1,0)]r —
[(0,0)]r tal que (z,y) — f(x,y) = (z + 1,y), por ejemplo, si tomamos el par (3,8) que
estd en [(1,0)]g, al aplicarle la funcién quedaria (3 + 1,8) = (4, 8) que ahora pertenece
a [(0,0)]r, esta funcién es biyectiva, es de 2 variables, pero la pueden ver como dos
funciones por separado fi(z) =x+ 1y fa(y) = y esto es debido a que las componentes
de los pares ordenados son independientes entre si, claramente f; y fo son biyectivas,
luego f es biyectiva.

P4 (a) La relacién es de equivalencia si es refleja, simétrica y transitiva
- Refleja: Sea z € @, tomando a = 0 se tiene que p* =1 =2 & 2,7z,
- Simétrica: Sean z,y € ()4 como z{),y < % = p“® con a € Z reordenando se tiene

= p~?, luego eligiendo f = —a que claramente pertenece a 7, se tiene que
=p’ & yQ,r.

SIS

- Transitiva: Sean z,y, z € Q)+ como z82,y < % =p*eylz e L= pP cona,f €Z
, multiplicando ambas expresiones se tiene que % 4= plet?) eligiendo v = o + 3

que claramente pertenece a 7 porque la suma en Z es cerrada, se tiene que £ =

P’ & 2z,
Luego la relacién es de equivalencia.

(b)

11
o, ={r€Qs | 1a}={re@; | x=2"}= {1, 57 ...,2,4,8...}
P5 (a)
< 1 . k41
Sia(i)- £ ()
k=n k=n
= Z[log(k + 1) — log(k)] \telescopica
k=n

= log(m + 1) — log(n)
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