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7. Semana 6

P1 Por definicién de conjunto preimagen

g‘l(Z):{er | geZ}:{Q:p | z €7}

1
o' @ = {eem) | ez}
T
P2 Sea y € f(A)\f(B) esto significa por definicién que

y € J[(A\f(B)
<y e (f(A)Nf(B))
ey e f(A) Ay e f(B)
& (Fz € A)(f(z) =y) A (Ve € B)(f(z) # y)
Esto dltimo quiere decir que (32 € A\B)(f(z) = vy) ya que si x estuviera en B contradice que
(Vz € B)(f(x) # y). Con lo anterior se deduce que y € f(A\B) y conestoy € f(A)\f(B) =

y € f(A\B), f(A\f(B) C f(A\B), de manera analoga f(B)\f(A) C f(B\A), finalmente
uniendo ambas expresiones y recordando que f(A)U f(B) = f(A U B) se tiene que

FLANS(B)U f(B)\f(A) € fF(A\B) U f(B\A)

f(A) A f(B) € f((A\B) U (B\A))

f(A) A f(B) € f(AAB)
Si es inyectiva, bastaria probar que f(A\B) C f(A)\f(B), en efecto, sea y € f(A\B)
entonces existe un = en A\B tal que f(z) = y, por tanto, y € f(A), no puede haber
otro T € B tal que f(T) = y ya que de ser asi no serfa inyectivo, luego y ¢ f(B) y se
concluye que y € f(A\B) = y € f(A\f(B), f(A\B) C f(A)\f(B) de manera andloga
f(B\A) C f(B)\f(A). Dicho esto, se tiene f(A\B) C f(A\f(B)y f(B\A) C f(B)\f(A),

uniendo ambas expresiones se tiene que

FANB)U f(B\A) € f(ANS(B) U F(B)\f(A)
F((A\B)U(B\A)) € f(A) A f(B)
f(AAB) C f(A) A f(B)
Con esto y usando la parte anterior se tiene que f(A) A f(B) = f(AA B).
P3 Recordando que f(A)U f(B) = f(AU B)
FB\S(A) =0
FB)NfA) =0 \Uf(A)
(F(B)U f(A) N (f(A) U f(A )) =0U f(4)
(F(B)U(A))NU = f(A)
F(BYUf(4) = f(4)
f(BUA) = [(A)
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P4 (a) La relacién es de orden si es refleja, antisimétrica y transitiva
- Refleja: Sea p € P se sabe que (p < (p Ap)) < pRp.
- Antisimétrica: Sean p,q € P Como pRq < ((pAq) & q), ademés ¢Rp < ((¢Ap) <
p), juntando ambas expresiones se tiene que p < (¢ A p) < ¢, luego p < ¢ y por
definicién p = q.
- Transitiva: Sean p,q,r € P tales que pRq y qRr, se tiene que (¢ A r) < r , pero
como q < (p A q), significa que ((pAg) A1) < 1, lo quellevaa (pAr) < r < pRr.

Luego la relacién es de orden.

(b) Si es de orden total se debe cumplir que pRq V ¢Rp

pPRqV qRp
< [(pAg) =g VigAp) < pl
S lprhgd =N (g@= @A)V I(gAp)=p) A= (gADp))
Slg=@rgIVIip=(¢gAp)]
< qV(Ag VDV I(gAD)
S qVpV(pAg)
& (qAp)V(PAq)
sV

P5 La relacion es de orden si es refleja, antisimétrica y transitiva

- Refleja: Claramente (Vz,y € R)(zR1y = zR1y) < RiQR;.
- Antisimétrica: Sean Ry, Ry € A

RiQRy AN RyQ Ry
& (Vx,y € R)(xRyy = xRoy) A (Vz,y € R)(zRyy = zR1y)
& (Vo,y € R)[(zR1y = xRy) N (xRoy = xRyy)]
< (Va,y € R)[(xR1y < xzRyy)
& Ri=Ry

- Transitiva: Sean R, Ry, Rz € A

RiQRy N\ RyQR3
< (Vx,y € R)(xRyy = xRoy) A (Va,y € R)(zRaoy = zR3y)
& (Vz,y € R)[(xR1y = xRyy) A (xRyy = xR3y)]
= (Vz,y € R)[(zR1y = 2 R3y) \transitividad en proposiciones
< RiQRs
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Luego la relacion es de orden, para ver si es parcial, entonces hay que encontrar 2 relaciones
Ry, Ry € A tales que Ry f0Ry A Ry )Ry, pensemos por ejemplo 2Ry : si x e y dividen a 6
y xRyy : si 6 divide a x e y, podemos ver entonces que R; f)Rs, basta tomar x =2 e y = 3,
y también R, f2R;, basta tomar x = 18 e y = 24, luego la relacién es de orden parcial.
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Capitulo 3

Funciones

3.1. Problemas resueltos.

P1) Sean f: E — Fy g: F — G funciones (no necesariamente biyectivas)

1. Sea A C G. Probar que (go f)~1(A) = f~1(g71(A)).
2. Sea B C F. Probar que f(f~1(B)) = BN f(E).

Solucion:

1. Como f: E— Fyg:F — G, entonces gof : E — G. Luego como A C G, (gof) " 1(A) =
{z € Elgo f(x) € A} esta bien definida. Sea x € F, entonces:

z€(gof)"H(A) e gof(z)eA
< g(f(z) € A
& f(z) € g7 (4)
“ae fHg7H(A)
Por lo tanto dado que la propiedad es cierta en todo x, (go f)~1(A) = f~1(g7(4)).
2. Por demostrar que f(f~1(B)) = BN f(E). Probaremos cada inclusién por separado.
1(\Ig())temos primero que como f~1(B) C E, entonces f(f 1(B)) C f(F). Luego solo falta

verificar que f(f~1(B)) C B:

Sea x € f(f~1(B)), entonces x = f(y) para cierto y € f~1(B). Pero

ye f7H(B) = fy) € B,
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y como = = f(y), tenemos que x € B. Por lo tanto f(f~1(B)) C BN f(E).

(2)

Sea x € f(E) N B, entonces

ref(E)NB waxzecf(E) NzeB
& Jdye Ftal quex=f(y) AN x€B
= fly)eB

=ye f1(B)

Entonces, tenemos que z = f(y) A y € f~1(B), por lo tanto = € f(f~(B)). Como esto
es cierto en cada x, concluimos la inclusion deseada.

P2) Sea f: E — F una funcion.

1. Pruebe que V A C F, f~1(A°) = (f~1(4))°.
2. Pruebe que V AC F,V BCF, f~Y(AAB) = f~Y(A)AfY(B).

Solucion:

1. Sea A C F, entonces

z€ f1(AY) & f(z) e A
& flz) ¢ A
o flr)e A
sae f71(4)
ead¢ (A
sz e (fH(A)"
Por lo tanto, como lo anterior es cierto en todo x, V A C F, f~1(A¢) = (f~1(A))°.

2. Sean A, B C F, entonces
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ze fTHAAfTHB) wxe(fTHAUVTB)NUTHANFTHB))C

szre fL(AUB)N(f~Y(ANnB))¢ (prop. preimagen)
ez e fTHAUB)N(fH((ANB)Y)) (parte (a))
srec f~H(AuB)N (AN B)°) (prop. preimagen)

& a e f1(AAB)

De donde concluimos la igualdad deseada.

P3) 1. Sea f: E — F una funciéon y A, B subconjuntos de E. Pruebe que
fBINf(A) =0 = f(AUB) = f(A).
2. Sea f: E — F una funcion que satisface la propiedad
VA BCE, (ACBANA+#B) = f(A) # f(B).

Probar que f es inyectiva.

Solucién

1. Suponemos que f(B)\ f(A) = 0, luego

FB\f(A) =0 = f(B)NfAX=0
= f(B) C f(A)
= f(A) U f(B) = f(A)

= f(AUB) = f(4)

2. Sean x1,z9 € E distintos y definamos los subconjuntos de E:
A={x1} y B={z1,22} = ACB AN A#B.
Entonces por hipotesis, tenemos que

fLAA)#F(B) & [f(z1) # f({zr,22}) & o) # f(z) U f(z2)

lo que implica que f(x1) # f(z2) (pues f(z1) U f(xz1) = f(z1)). Es decir, si tenemos
1,22 € F distintos, sus imagenes por f son distintas también, por lo tanto f es inyectiva.
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P4) 1. Considere las funciones f : N\ {0} — Q definida en cada n € N\ {0} por f(n) = 5= y
g :Q — Q definida en cada g € Q por g(q) = £.
a) Determine si f, g y go f son inyectivas, epiyectivas y biyectivas.
b) Determine los conjuntos preimagenes g~ 1(Z) y (go f)~1(Z).

2. SeaE={f:R— R| fesbiyectiva }. Esdecir F contiene a todas las funciones biyectivas
de R en R. Se define la funcién v : E — E tal que para cada f € E, ¥(f) = f~!, es decir
1 le asocia a cada funciéon en F su inversa.

a) Probar que 9 es biyectiva.
b) Sean f, g € E. Probar que ¥(f og) = 1(g) o ¢(f).

Soluciéon:

1. a) inyectividad:
e para f: sean ny,ne € N\ {0} tales que f(n1) = f(n2), luego

fm)=fn) & zr =5,

& 2ng = 2m

S ng = ne

= f es inyectiva.

e para g: sean ¢i, ¢2 tales que g(q1) = g(gz2), entonces

9@)=9(@) =% =%

= q=q2

= ¢ es inyectiva.

e para g o f: primero notemos que g o f estd bien definida, pues Rec(f) =
Dom(g) = Q. Ademaés, como g o f es composicion de dos funciones inyecti-
vas, entonces es inyectiva.

sobreyectividad:

e para f: tenemos que f : N\ {0} — Q, sea ¢ € Q tenemos que ver si existe
n € N\ {0} tal que f(n) = ¢, es decir, tal que % = q. Pero es directo que ¢ = 0
no tiene preimagen, pues no existe n € N'\ {0} tal que ﬁ =0.

Por lo tanto f no es sobreyectiva. Notar que ademas del 0 hay muchos racionales

que no tienen preimagen, pues en general i ¢ N\ {0} cuando ¢ € Q.
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e para g: sea ¢ € Q tenemos que ver si existe r € Q tal que g(r) = g, es decir,
T

5 =q. Siq € Q, entonces 2q € Q, por lo tanto para g € Q su preimagen es 2g,
con lo que concluimos que g es sobreyectiva.

e para go f: sea g € QQ, veamos si existe n € N\ {0} tal que g o f(n) = ¢. Se
tiene,

gof(n)=q < g(f(n)=q

Igual que en el caso de f, vemos que ¢ = 0 no tiene preimagen. Por lo tanto
g o f no es sobreyectiva.

b) e conjunto preimagen de g~!(Z)
9'Z) ={qcQyl@)eZ}

={q¢e€Q| §€Z}

={%lacZ beZ\{0} N 5 €Z}

={%acZ beZ\{0} A a=2bkconkeZ}

e conjunto preimagen de (go f)~!(Z)
(9o f)"1(Z) ={neN\{0}| (g0 f)(n) € Z}
={neN\{0}| & €7}
=0
pues Vn € N\ {0}, = € (0,%] y (0,3]NnZ=0.

2. a) Veamos que 1 es biyectiva

inyectividad: sean f,g € E tal que ¥(f) = 9(g), es decir f~1 = g1, luego f = g.
En efecto:

fTt=g" =flog=gloy
= flog=id (g es biyectiva)
~ fo(flog)=foid

=g=1 (asociatividad de o)
Por lo tanto ¢ es inyectiva.
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sobreyectividad: sea f € E, veamos que existe g € F tal que ¢(g) = f, es decir
-1
g =1
Para esto basta tomar g = f~!, ya que (f~!)™! = f (recordar que f~! existe,
pues f es biyectiva).

b) Sean f, g € E. Veamos que ¢¥(f o g) = 1¥(g) o ¥(f).
U(fog) =(fog)™!
=g ltof=t (problema 1)

=Y(g) o ¥(f)

P5) Sean f: A— By g: A" — B’ dos funciones biyectivas. Definimos
Faa ={h:A— A | hesunafuncion } y Fpp = {h: B— B’ | h es una funcién }.

Considere ademas la funcién 9 : Fa 4 — Fp, p tal que a cada h € F4, 4+ le asocia la funcién

Y(h) =goho [,
1. Probar que % es una biyeccién.

2. Probar que h es inyectiva si y solo si ¢(h) es inyectiva.

3. Probar que h es sobreyectiva si y solo si ¢(h) es sobreyectiva.
Solucién:
1. inyectividad: sean h,k € F4 4/ tales que ¢ (h) = ¢(k), luego
$(h) = (k) < gohofl=goko !

= (gohof™)of=(gokof)of
~go(hoflof)=go(kef o)
= go(hoid)=go(koid)
=goh=gok
=g lo(goh)=g to(gok) (g biyectiva)

=h=k
por lo tanto 1 es inyectiva.
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sobreyectividad: sea h € Fp,p, veamos que existe h € Fa 4/ tal que (h) = h, es
decir, go ho f~! = h. Haciendo un procedimiento anilogo al anterior, vemos que la
funcion h = g~ o h o f cumple con 1 (h) = h. Verifiquemos que esta funcion h esta
bien definida y que pertenece a F4 4.
Para que esté bien definida, debemos tener que:

Rec(f) € Dom(h) A Rec(h) C Dom(g™")

lo que se cumple.
Veamos por ultimo que pertenece a Fa 4 :

—gohof:Dom(f)— Rec(g~'oh)
— Rec(g™' o h) = Rec(g™")
y como Dom(f) = A A Rec(g~') = A’ obtenemos que v es sobreyectiva.

2. (=) Suponemos h inyectiva. Veamos que 1(h) es inyectiva:
(h) = gohof~! = (goh)o f~1. Ahora, como f es sobreyectiva, entonces f~! es sobreyec-
tiva y se concluye que f~! es inyectiva. Ademés go h es inyectiva, pues la composiciéon de
funciones inyectivas es inyectiva, de lo que concluimos que 1(h) es inyectiva (composicion
de inyectivas).
(<) Suponemos que t(h) es inyectiva. Veamos que h es inyectiva: como f y g~! son
inyectivas, entonces g~* o 1)(h) o f es inyectiva, pero:

g oo f=g ogohof T of=h

por lo tanto h es inyectiva.

3. Esta parte es exactamente igual a la parte anterior, pues la composicion de funciones
sobreyectivas es sobreyectiva y f,g, f ' ¥y ¢~' son funciones sobreyectivas.

P6) Sean f:N — Ny g:N — N definidas en cada n € N por f(n) =2n+1y g(n) =n?+ 1.

1. Determinar si f y g son inyectivas, sobreyectivas o biyectivas.
2. Determinar fogy go f.
3. Calcular go f(A) y (fog)~t(A), donde A = {1,2,3,4,5}.

Soluciéon:

1. inyectividad:

e para f: sean n,m € N tales que f(n) = f(m)
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fn)=f(m) ©2n+1=2m+1
& 2n=2m
Sn=1m

& f es inyectiva
e para g: sean n,m € N tales que g(n) = g(m)

gn)=gm) on?+l1=m?+1
& n?=m?

< n=m (notar que esta equivalencia no serBa cierta si nV m € 7Z)

& g es inyectiva
sobreyectividad:

e para f: sea n € N, veamos si existe m € N tal que 2m 4+ 1 = n. Nos serviria
m = "Tfl, pero queremos que m € N y para que esto se cumpla debemos tener

que n es impar. Por lo tanto sblo tienen preimagen los impares, lo que implica
que f no es sobreyectiva.

e para g: sea n € N, veamos si existe m € N tal que g(m) =n

gm)=n &m?+1=n
< m=+n—1¢N en general
= ¢ no es sobreyectiva

Entonces, dado que ni f ni g son sobreyectivas, ninguna es biyectiva.

2. fog:N— Nestal que: sean € N,

go f:N— Nestal que: sean € N,
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gofn) =g(f(n)
=g(2n+1)
=(@2n+1)%+1

=4n? +4n+2

gof(A) ={neN|JaeA, gofla)=n}
={neN|Ja € {1,2,3,4,5}, 4a® +4a + 2 = n}

= {10, 26, 50,82, 122}

(gof)"'(A) ={neN|gof(n)e{1,2,34,5}}

={neN|4n®+4n+2€{1,2,3,4,5}}

= {0}

3.2. Problemas propuestos.

Pl) Sea f: E — F una funciony A,B C E.
1. Demostrar que f(A)\ f(B) C f(A\ B).
2. A, Qué condicion debe cumplir f para que f(A)\ f(B) = f(A\ B) ?
3. A, Qué condicion debe cumplir f para que f(E\ B) = F\ f(B) ?

P2) Sea F el conjunto de las funciones de R en R. Se define la funcién ¢ : F — R que a cada f € F
le asocia ¢(f) = f(0). Demuestre que ¢ es una funciéon sobreyectiva.

P3) Sean f: E — Fy g: F — E dos funciones tales que g o f = idg. Probar que f es inyectiva y
que g es sobreyectiva.



32

P4) Sea la funcion f : [3,+00) — [2,+00) tal que f(x) = 22 — 62 + 11 en cada x > 3. Demostrar
que f es biyectiva y determinar f~1!.

P5) Sean f : Z -+ Z, g : Z — Z y h : Z — Z tres funciones definidas en cada = € Z como
flz)=1—z,9(x)=—2x—1y h(z) =2+ 2.
1. Verificar que f, g y h son invertibles.
2. Probar que hogo f=go foh =1idy.
3. Deducir de (i) que f~tog™! = h.

P6) Sean E # 0y A C E (fijo). Se definen las funciones f y g de P(E) en P(E) tales que:
f(X)=AUXyg(X)=ANX para todo X C E.

Determinar f(0), f(A), f(A°) y f(E).

Demostrar que go f = fog.

Determinar si f y g son sobreyectivas.

Determinar un conjunto A para el cual f es biyectiva.

G o=

Determinar un conjunto A para el cual g es biyectiva.
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