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D erwadas

Problema 1. Calcule D, f en los siguientes casos:

a) f(z) = sin(x + 2?)
b) f(z) = sin(cos(x))
) f(x) = Sneptad
d) f(z) = sin(cos(sin(z)))
e) f(z) =sin((x + 1)%(x + 2))
f) f(z) = sin® zsin 22 sin? 2
Solucion.  a) Dysin(x + 2?) = sin’(z + 2?) D (x + 2?) = cos(z + 22)(1 + 2z).
b) D, sin(cos(z)) = sin’(cos(x)) cos’(x) = cos(cos(x))(— sin(z)) = — sin(z) cos(cos(z)).
¢) D, sin(cgs(w)) _ (Ds sin(cos(a:)))iz—sin(cos(w))Dza; _ —sin(2) Cos(cosf;))m—sin(cos(a:)).
d) D, sin(cos(sin(z))) = D, (sinocos)(sin(z)) = (sinocos)’(sin(z)) sin’(z) = — sin(sin(x)) cos(cos(sin(z))) cos(z). Otra solu-
cion:

D, sin(cos(sin(z))) = sin’(cos(sin(z))) D, cos(sin(z))
= cos(cos(sin(x))) cos’(sin(x)) sin’(z)
)))(=sin(sin(z))) cos(z)

= —sin(sin(z)) cos(cos(sin(z))) cos(z).

= cos(cos(sin(z
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D, sin((z + 1)%(z 4 2)) = sin’((z + 1
2)D,(z 4+ 1)* + (z 4+ 1)2D,(a + 2)]
2)2(x + 1) + (z +1)?]

2 2

sin? 22 + sin® D, sin 2% sin®
= 2sin(z) sin’(z) sin 22 sin® 2% + sin® z[( D, sin 2?) sin® 2 + sin 22 D,, sin® 2]

sin 22 sin? 22 + sin? z[sin’(2?)2x sin”® 2 + sin 2?2 sin(2?) sin’ (2%) 22]

D, sin? zsin 2? sin® 22 = (D, sin® z) sin
= 2sin(x) cos(x)

= 2sin(z) cos(z) sin 2% sin” 2 + sin? z[2x cos(z?) sin? 2% + 2 sin 2% sin(2?) cos(2?)2x]
() ) si

= 2sin(z) cos(z) sin(z?) sin?(2?) + 2z sin?(z) cos(x?) sin®(x?) + 2sin?(z) sin?(2?) cos(2?)2z
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Problema 2. a) Sean{f1, f2, f3,...} funciones diferenciables de (a,b) a R. Notemos que, para cada x € (a,b) “fijo”, (fn(2))nen
es una sucesion en R. ;Es verdad que

, _ ; 2

Hint: fn(z) = z/(1 + n?z?).

b) Sea a,b € R y sea f: R = R definida mediante x — bsin(x) + acos(z). Muestre que f satisface el siguiente sistema de

ecuaciones:
4 r=0
f(0) =a,
71(0) = b,
Notemos que con esto, Ve € R, f"(x) = —f(x) y basta con saber el valor de f para saber el valor de f".

Solucion.  a) Sea, para cada n € N,

fai (-1,1) >R

T —.
1+ n2z2?

Sea x € (—1,1) y calculemos primero lim,,_,+ fr(2):

2
falw)=— 2 w0,

_1+n2z2_1/n2+x2 x

Con esto, V(—1,1), D, lim,, o fn(z) = D0 = 0. Calculemos ahora, primero, D, f,(x):

T
Dy fn(x) = Dxm
(D2)(1 + n?2?) — (D, 1 + n?2?)
(1 + n2z2)2

(14 n%2?) — z(n22)

(1 + n2a?2)?
1+ n2z? — 2n%22

(14 n2x2)?
1 —n2z?

(1 + n2z2)?

con lo que, si x € (—1,1), entonces

1—n?z? , 1 — n2z? )L, =0
T—00 n—oo (1 + n2x?)? e 1+ 2n222 + nixt

lim D, =lm ———= =1
i, Def(@) = lim : 0, 0<|z] <L

con lo que 3z € (—1,1), lim, 00 Dy f(2) # Dy limy, o0 fr ().

b) Se tiene que f(0) = bsin(0) + acos(0) = a. Ademas, f'(x) = bcos(z) — asin(z) con lo que f/(0) = bcos(0) — asin(0) = b. Se
tiene, ademas, f”(x) = —bsin(z) — acos(z). Con esto, f’(x) + f(x) = —bsin(x) — acos(x) 4+ bsin(z) + acos(x) = 0 y se
concluye.

O

Problema 3. El drea entre dos circulos concéntricos que estdn variando es, en todo minuto, 9wrem? La tasa en la que varia
el circulo mds grande es 10mem? /5. ;Que tan rdpido estd cambiando el perimetro del circulo mds pequerio cuando su drea es
16mem? ?
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Solucion. Sea r1(t) el radio de el circulo pequeno en el tiempo t y ra(t) el area del circulo grande en el tiempo ¢ (ambos en
cm). Con esto, 0 < 71(t) < ra(t). Sea, para i € {1,2}, A;(t) = 7r;(t)? y Pi(t) = 27r1(t). Queremos Dy P;(t) |;=, donde 7 es tal
que A;(7) = 167. Es decir, queremos calcular 277 (7) tal 771 (7)? = 167. Es decir, queremos calcular 277} (1) tal que 71 (1) = 4.
Intentaremos encontrar ] con respecto a 71:

La geometria del problema nos impone

As(t) — Ay (t) = 9,
A (t) = 10m.
De la primera ecuacion (7ro(t)? — 7r1(t)? = 97), derivando, se sigue que 2r(t)r5(t) — 2r1(t)r}(t) = 0 con lo que 2ry(t)rh(t) =

211 (t)r}(t). De la segunda ecuacion, se sigue que 27ra(t)r5(t) = 107 con lo que, con el resultado de la primera ecuacion, se tiene
que 277 (¢)r] (¢) = 107 con lo que concluimos que

5
/
ri(t) = .
1( ) r (t)
Con esto, el problema es: Queremos calcular 277%(7) tal que r1(7) = 4, es decir, lo que queremos calcular es 271'% y se termina
el problema: 5m/2. O
Problema 4. a) Sea f cualquier funcion definida en (a,b). Si x es un punto mdximo (o minimo) para f en (a,b) y f
diferenciable en x, muestre que f'(x) = 0.
Solucion. 1. Partiremos con f(z) es maximo: Si h es cualquier namero tal que = + h esté en (a,b), entonces

f(@) = f(x+h),

pues f alcanza su méximo en (a,b) en x. Esto significa que

f@+h) = fz) <0.

Entonces, si h > 0 tenemos
fl@+h)— f(z)

<0.
h <

y como consecuencia
o T@H 0 = @)
h—0t h

Por otro lado, si h < 0, tenemos
fat = 1)

i L@ @)
h—0— h

entonces

Por hipdtesis, f es diferenciable en x, entonces estos dos limites tienen que ser iguales, de hecho, son iguales a f'(z). Esto
significa que
fla)y<0 y f(z) 20,
de donde se sigue que f'(z) = 0.
Si f(x) es minimo, entonces definimos g = —f con lo que g(z) es maximo y, por lo recién demostrado, ¢’(z) = 0 con lo que
—f'(z) = 0 y se concluye lo que se queria.
O
Problema 5. [3 puntos| Sean f,g,k: R — R tales que
Ve e R, f(x) < g(z) < k(x).

Si ademds se sabe que f y k son derivables en 0, que f'(0) = k'(0) = D y f(0) = k(0), entonces g es derivable en 0 y ¢’(0) = D.
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Solucion. Se tiene que f(0) < g(0) < k(0) con lo que ¢g(0) = f(0) = k(0). Sea h > 0, entonces,

Sea ahora h < 0. Se tiene

f(h) < g(0) < k(0)

A
3

con lo que

Problema 6. [3 puntos] Calcule las siguientes derivadas:
a) f(x) = sin(z)”

_)7/2
b) f(x)=1log (&%)
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Solucion.  a)

D, sin(z)* = Dye® ostn@)
= Dy 1og(sin(ay€” ¥ Dy log (sin())
= ?1086n(@) [1og (sin(x)) + 2D, log(sin(x))]
[ (2)) + x log/ (sin(z)) sin’ ()]
= 1986 @) [1og(sin(z)) + z cos(z)/ sin(z)
= 1086 @) [1og(sin(z)) + z cot(z)]
= sin(x)*[log(sin(x)) + z cot(z)]

_ zlog(sm (z)) 10g(51n X

X

(1- x)7/2

Dq} log ((1 + m2)11/3

) = D, [log((1 — 2)"/?) ~log((1 +2*)'"/%)]
7 11
=D, {2log(1 —z) — 3 log(1 + 2?)
11
= gDm log(l —z) — ?Dm log(1 + z%)
11
_ glog’(l —2)(~1) — - log (1 +4%)(22)
z 1 7 E 2z
22—-1 31422
7 22z
2z —1)  3(1+a?)




